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Sommaire
La mesure projective est une tâche qu’un ordinateur quantique universel devra
effectuer régulièrement. En électrodynamique quantique en circuit, les qubits sont
généralement mesurés par l’entremise d’un oscillateur auquel ils sont couplés. Ce
mémoire étudie un couplage alternatif à la méthode de couplage conventionnelle. En
remplaçant le couplage capacitif par le couplage inductif [1, 2], on montre que la
mesure des qubits supraconducteurs obtient plusieurs des avantages que promet la
mesure longitudinale [3]. En simulant l’hamiltonien complet de ce nouveau système, on
identifie les limites d’une mesure basée sur le couplage inductif et on montre qu’avec
des paramètres de circuit réalistes, il est possible de réaliser une mesure avec une
fidélité de 99.9% et un aspect quantique non destructif (QND) au-delà de 99.9% en
moins de 15 ns.
On étudie également le transmon et le couplage capacitif. On explique pourquoi
les opérateurs échelles devraient être évités pour décrire numériquement le transmon
et comment ils peuvent être remplacés par des opérateurs dans la base de charge.
On présente aussi la mesure dispersive basée sur le couplage capacitif ainsi que ses
limites. En étudiant le spectre d’un transmon capacitivement couplé à un oscillateur,
on montre l’existence d’un couplage entre les états ionisés du transmon et ses états
logiques au-delà d’un certain nombre de photons. Cette observation pourrait expliquer
pourquoi le temps de vie d’un transmon diminue lorsqu’on augmente la puissance de
mesure.
Finalement, on présente 2 réalisations expérimentales du couplage inductif. L’une
est une réalisation 2D et l’autre implique un résonateur 3D.
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Introduction
Le domaine de l’informatique quantique traverse présentement un point charnière.
Les promesses excitantes de l’ordinateur quantique [4] réunies aux percées scientifiques
des dernières années ont réussi à attirer l’attention d’acteurs importants du milieu
des hautes technologies. Doté d’investissements à la fois publics et privés, le domaine
a maintenant des moyens presque à l’échelle de ses ambitions et peut progresser sur
plusieurs fronts [5].
La construction d’un ordinateur quantique universel nécessite deux types d’efforts.
D’abord, puisqu’il s’agit d’un jeune domaine, plusieurs avenues demeurent inexplorées
et encore beaucoup de recherche fondamentale est indispensable. Afin d’espérer de
grands progrès à long terme, la recherche de nouveaux paradigmes doit se poursuivre.
Ensuite, afin d’obtenir des résultats à court terme, les méthodes et les matériaux déjà
utilisés dans le domaine doivent être mieux compris et optimisés. Ce genre de travail
a par exemple permis à IBM de fabriquer un dispositif comptant 50 qubits [6]. Le
dispositif fabriqué par Google en 2018 compte quant à lui 72 qubits et bien qu’il ne
permette pas d’effectuer de tâches utiles, il permettra au domaine d’identifier des
défis scientifiques et d’ingénierie qui devront être surmontés afin d’éventuellement
construire un ordinateur quantique universel [7]. D’une certaine manière, mes travaux
de recherche ont touché à ces deux volets. En effet, en travaillant sur un nouveau
paradigme pour réaliser la mesure des qubits supraconducteurs, je me suis intéressé à
la mesure conventionnelle de ces qubits en essayant d’en approfondir la compréhension.
La mesure de qubits est une tâche essentielle que doit effectuer un ordinateur
quantique. Par exemple, dans le calcul quantique en circuit, la correction d’erreur est
la tâche que l’ordinateur doit accomplir la plus grande partie du temps et elle repose
sur des mesures projectives à plusieurs qubits. Ces mesures permettent d’effectuer un
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2suivi de l’apparition d’erreur sur les qubits au fil de l’avancement du calcul.
En électrodynamique quantique en circuit [8], l’architecture des qubits supracon-
ducteurs, la performance limitée de la mesure projective est l’un des facteurs qui rend
impossible la construction d’un dispositif capable de réaliser de la correction d’erreur.
Puisqu’il s’agit de l’architecture privilégiée par des leaders du domaine pour construire
leurs dispositifs quantiques, les avancés de l’informatique quantique, à court terme,
sont étroitement reliées à l’amélioration de la mesure des qubits supraconducteurs.
Pendant ma maîtrise, j’ai travaillé au développement d’une nouvelle manière de
mesurer les qubits supraconducteurs. En général, un qubit est mesuré par l’entremise
d’un résonateur auquel il est couplé. Les dispositifs réalisés jusqu’à maintenant utilisent
un couplage que l’on nomme capacitif. Bien que ce genre de couplage ait connu
beaucoup de succès et qu’il soit à la base de toutes les expériences du domaine, les
performances de la mesure ont plafonné et un changement de paradigme semble
nécessaire pour continuer son amélioration. Dans ce travail, je montre l’avantage
théorique du couplage inductif pour réaliser une mesure plus rapide et non destructive.
Mon mémoire est séparé de la manière suivante. Au premier chapitre, j’introduis le
qubit supraconducteur de type transmon [9] et je présente une étude numérique de ce
dernier où j’identifie une manière efficace de simuler sa physique. Le deuxième chapitre
est consacré à la mesure conventionnelle des qubits supraconducteurs. Ce type de
mesure est basé sur le couplage capacitif d’un qubit supraconducteur à un résonateur
coplanaire [8, 10]. J’introduis donc ce système avant d’étudier plus en profondeur
l’effet sur la mesure du bruit de charge et des états ionisés. Finalement, je présente
une description analytique du filtre Purcell, dispositif essentiel pour que le couplage
capacitif d’un transmon à un oscillateur ne réduise pas considérablement le temps
de vie du qubit [11]. Au chapitre 3, j’étudie la mesure basée sur le couplage inductif
comme alternative à la mesure basée sur le couplage capacitif. Il s’agit du cœur de
mon travail et je présente des simulations qui mettent en lumière les limites de ce
type de mesure, mais aussi, son avantage incontestable sur la mesure conventionnelle.
Finalement, au chapitre 4, je détaille deux réalisations expérimentales de ce type de
couplage, l’une en cours de réalisation au MIT à Boston et l’autre, à l’institut Néel à
Grenoble.
Chapitre 1
Circuits et qubits supradoncteurs
1.1 Bases des circuits supraconducteurs
À basse température, la dissipation d’énergie dans un circuit électrique supracon-
ducteur peut être suffisamment basse pour que des effets quantiques soient observables
[12]. Ces circuits électriques sont composés d’éléments de circuit conventionnels tels
que l’inductance et la capacité, mais aussi de jonctions de Josephson, élément qui
détient un rôle crucial pour le traitement de l’information quantique. Dans ce chapitre,
j’introduis brièvement les bases permettant le traitement analytique de ces circuits. À
la fin du chapitre, je présente également une étude numérique approfondie du transmon
qui est le qubit supraconducteur le plus utilisé expérimentalement dans l’architecture
des circuits supraconducteurs. Cette étude remet en question la manière avec laquelle
on doit le traiter numériquement.
1.1.1 L’oscillateur harmonique
Afin d’étudier le circuit LC, qui est une réalisation en circuit électrique d’un
oscillateur harmonique, il est utile d’introduire la variable de flux de branche Φ(𝑡) [13]
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4donnée par
Φ(𝑡) =
∫︁ 𝑡
0
𝑉 (𝜏) 𝑑𝜏, (1.1)
où 𝑉 (𝑡) est la différence de potentiel dépendante du temps aux bornes d’un élément
de circuit. Dans le reste du mémoire, on assumera la dépendance temporelle des
variables de flux comme Φ sans l’écrire explicitement. L’énergie emmagasinée par
différents éléments de circuits peut s’écrire avec cette variable, notamment, les énergies
emmagasinées par une capacité ou une inductance sont respectivement définies par
𝐸𝐶 =
𝐶
2
Φ˙2, 𝐸𝐿 =
1
2𝐿
Φ2. (1.2)
Le circuit LC, présenté à la figure (1.1), est formé de ces deux composantes. Dans
un circuit, on associe une variable de flux à chaque noeud. Le flux de noeud est défini
comme l’intégrale de la différence de potentiel entre un noeud et la masse, dont le
flux de noeud est donné par Φ𝑔 = 0. Le flux de branche d’un élément de circuit vaut
donc la différence entre les flux de noeud à ses bornes. Dans le cas du circuit LC, la
C
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Figure 1.1 – Circuit LC et oscillateur harmonique quantique.
différence de flux aux bornes des deux composantes qui est
Φ = Φ1 − Φ𝑔, (1.3)
peut être choisie comme la coordonnée généralisée du système mécanique. De ce choix,
il découle que l’inductance, dont l’énergie dépend du flux, contient l’énergie potentielle
du système, tandis que la capacité, dont l’énergie dépend de la dérivée du flux, contient
5l’énergie cinétique. Le lagrangien d’un tel système s’écrit
ℒ = 𝐶
2
Φ˙2 − 1
2𝐿
Φ2 (1.4)
et les équations de Lagrange mènent à l’équation du mouvement
Φ = Φ𝑡=0 cos (𝜔𝑡) + Φ˙𝑡=0 sin (𝜔𝑡) (1.5)
où Φ𝑡=0 et Φ˙𝑡=0 sont les conditions initiales de la coordonnée Φ et où la fréquence
de résonance est donnée par 𝜔 = 1√
𝐿𝐶
. Cette équation du mouvement correspond à
celle d’un oscillateur harmonique. En utilisant la transformation de Legendre [14], on
trouve finalement l’hamiltonien
𝐻 =
𝑄2
2𝐶
+
Φ2
2𝐿
, (1.6)
où 𝑝 est le moment conjugué de la coordonnée généralisée Φ et correspond à la charge
coulombienne sur le condensateur.
Quantification du système
Pour passer à une description quantique, les variables Φ et 𝑄 sont promu à des
opérateurs qui respectent la relation de commutation canonique[︁
Φ^, ?^?
]︁
= 𝑖ℏ. (1.7)
Du même souffle, on peut introduire les opérateurs d’annihilation, ?^?, et de création,
?^?† qui respectent la relation de commutation
[︀
?^?, ?^?†
]︀
= 1. Ils facilitent le traitement
des oscillateurs harmoniques quantiques ou des systèmes qui s’en approchent. Ces
opérateurs sont donnés par
?^? = +𝑖
?^?√
2𝐶ℏ𝜔
+
Φ^√
2𝐿ℏ𝜔
, (1.8)
?^?† = −𝑖 ?^?√
2𝐶ℏ𝜔
+
Φ^√
2𝐿ℏ𝜔
, (1.9)
6et permettent de réécrire l’hamiltonien (1.6) comme
𝐻 = ℏ𝜔?^?†?^?. (1.10)
Afin d’alléger la notation dans le présent mémoire, les accents circonflexes ne seront
plus utilisés pour indiquer les opérateurs. Pour la même raison, on normalisera tous
les hamiltoniens présentés par la constante ℏ.
L’espace des phases et l’état cohérent
L’espace des phases est généré par les degrés de liberté d’un système mécanique.
Puisque la coordonnée et le moment conjugué d’un système quantique respectent
l’inégalité d’Heisenberg, un état quantique ne peut pas être décrit par un seul point dans
cet espace. Il doit plutôt occuper une région dans laquelle sa densité de quasi-probabilité
varie. Un état cohérent est un état quantique qui sature l’inégalité d’Heisenberg.
L’état fondamental de l’oscillateur harmonique est lui-même un état cohérent qu’on
appelle l’état du vide. Il est possible de générer tous les états cohérents en appliquant
l’opérateur de déplacement à l’état du vide. L’opérateur de déplacement est donné par
𝐷 (𝛼) = exp
(︀
𝛼𝑎† − 𝛼*𝑎)︀, (1.11)
de sorte qu’un état cohérent arbitraire puisse être donné par
|𝛼⟩ = 𝐷 (𝛼) |0⟩ . (1.12)
Une propriété importante des états cohérents est que ⟨𝛼| 𝑎 |𝛼⟩ = 𝛼. On a donc que
⟨Φ⟩ = 1√
2𝐶ℏ𝜔 ⟨𝑎− 𝑎†⟩ = Re[𝛼] et ⟨𝑄⟩ = 1√2𝐿ℏ𝜔 ⟨𝑎− 𝑎†⟩ = Im[𝛼]. Le nombre complexe 𝛼
donne donc des informations sur les valeurs moyennes de la coordonnée généralisée et
du moment conjugué du système.
Plusieurs représentations graphiques permettent de décrire un état quantique,
défini par sa matrice densité 𝜌, dans l’espace des phases. Lorsque l’état se rapproche
d’un état cohérent, la représentation Husimi Q est utilisée [15]. L’amplitude de cette
fonction en un point de l’espace des phases est donnée par le chevauchement entre 𝜌
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Figure 1.2 – a) État du vide d’un oscillateur harmonique représenté par la fonction
Husimi Q. b) État du vide déplacé en 𝛼 = 2 + 2𝑖 par l’opérateur de l’Éq. (1.11). Dans
le référentiel du laboratoire, un état cohérent tourne dans l’espace des phases à la
fréquence propre de l’oscillateur harmonique.
et la matrice densité d’un état cohérent centrée à ce point précis tel que
𝑄 (𝛼) = ⟨𝛼| 𝜌 |𝛼⟩ . (1.13)
La figure (1.2) illustre la fonction Husimi Q de l’état du vide et d’un état cohérent
centré en 𝛼 = 2+ 2𝑖. L’état cohérent d’un oscillateur tourne à la fréquence 𝜔/2𝜋 dans
l’espace des phases. On représente généralement l’état d’un oscillateur dans un espace
des phases où les axes tournent à cette fréquence, de sorte que les états cohérents y
soient immobiles. Il s’agit du référentiel tournant.
1.1.2 Qubits supraconducteurs
L’oscillateur harmonique ne permet pas de traiter directement l’information
quantique. Le traitement de l’information quantique nécessite en effet un système
quantique dans lequel il est possible de préparer n’importe quelle superposition de
deux états orthogonaux. Or, les niveaux d’énergie de l’oscillateur harmonique sont
également espacés et exciter le système à sa fréquence de résonance à partir de l’état
du vide génère un état cohérent. Préparer une superposition de seulement deux états
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Figure 1.3 – Circuit d’un qubit supraconducteur. Il s’agit d’un circuit LC dans lequel
l’inductance linéaire a été remplacée par une jonction Josephson.
orthogonaux est donc impossible.
Afin d’y parvenir, une non-linéarité doit être ajoutée au système. La composante
électronique qui permet cette non-linéarité sans ajouter pour autant de dissipation est
la jonction Josephson [16]. Cette dernière est créée par deux supraconducteurs séparés
par un matériau isolant. Les supraconducteurs doivent être suffisamment rapprochés
pour qu’il soit possible à des paires de Cooper de passer d’un supraconducteur à l’autre
par effet tunnel. L’énergie associée à cet effet tunnel est connue sous le nom d’énergie
Josephson 𝐸𝐽 . La jonction Josephson peut être vu comme une inductance non-linéaire
et remplacer l’inductance du circuit LC de la figure (1.1) par cette composante conduit
à un espacement variable entre les niveaux d’énergie du système. La figure (1.3) est la
représentation graphique de ce circuit supraconducteur.
En fait, l’énergie emmagasinée dans une jonction Josephson est proportionnelle
au cosinus de son flux de branche. Le circuit présenté à la figure (1.3) est décrit par
l’hamiltonien
𝐻 =
𝑄2
2𝐶
− 𝐸𝐽 cos
(︂
2𝜋
Φ0
Φ
)︂
, (1.14)
où Φ0 est le quantum de flux [17]. Pour des raisons qui deviendront évidentes plus
tard, la valeur de l’argument du cosinus demeure petite lorsque ce dernier contient peu
d’énergie et une expansion au quatrième ordre du cosinus est une bonne approximation
(1.14). En mettant en évidence Φ2 dans l’expansion, on obtient l’hamiltonien
𝐻 =
𝑄2
2𝐶
+
Φ2
2𝐿(Φ)
, (1.15)
9où l’inductance 𝐿(Φ) est non-linéaire puisqu’elle dépend de la coordonnée Φ. En
utilisant la valeur de l’inductance en Φ = 0 ainsi que les opérateurs échelles donnés
aux Éq. (1.8) et (1.9), l’hamiltonien peut finalement se réécrire comme
𝐻 = 𝜔𝑏†𝑏− 𝐸𝐶𝑏†2𝑏2, (1.16)
où la lettre 𝑏 a été utilisée plutôt que la lettre 𝑎 pour représenter les opérateurs
échelles. La lettre 𝑏 sera toujours utilisée pour écrire les opérateurs échelles des
qubits supraconducteurs. Pour arriver à l’expression (1.16), des termes oscillant
rapidement dans le référentiel tournant ont été négligés. Cette approximation s’appelle
l’approximation séculaire et elle est valide si la fréquence à laquelle oscille un terme
d’hamiltonien est beaucoup plus grande que son amplitude. Dans ce cas-ci, les termes
proportionnels à 𝑏†𝑚𝑏𝑛 pour lesquels 𝑚 ̸= 𝑛 et qui tournent à la fréquence (𝑚− 𝑛)𝜔𝑞,
sont négligés. Par ailleurs, l’énergie de charge 𝐸𝐶 est donnée par
𝐸𝐶 =
𝑒2
2𝐶
. (1.17)
Il s’agit de l’anharmonicité de l’oscillateur, soit la différence entre la transition 𝜔01
(|0⟩ → |1⟩ ) et la transition 𝜔12 (|1⟩ → |2⟩). C’est grâce à cette anharmonicité qu’il est
possible de préparer l’état |1⟩ du système sans que les niveaux supérieurs ne soient
excités. En fonction des opérateurs échelles, l’argument du cosinus à l’Éq. (1.14) est(︁
2𝐸𝐶
𝐸𝐽
)︁ 1
4 (︀
𝑏+ 𝑏†
)︀
. L’expansion du cosinus au quatrième ordre est donc valide si les
fluctuations ⟨𝑏 + 𝑏†⟩ sont faibles et si 𝐸𝐶/𝐸𝐽 ≪ 1. Ce dernier choix de paramètres
mène au régime transmon qui réduit l’effet du bruit des charges sur le temps de vie des
qubits [9]. Les qubits supraconducteurs étudiés dans ce mémoire sont dans ce régime.
Boucle SQUID
Dans le circuit présenté à la figure (1.3), on peut remplacer la jonction Josephson
par deux jonctions identiques, d’énergie de Josephson 𝐸𝐽/2, placées en parallèle. Un
flux externe (Φ𝑥) peut ensuite être utilisé pour modifier l’énergie de Josephson effective
de la double jonction. L’hamiltonien résultant est
𝐻 =
𝑄2
2𝐶
− 𝐸𝐽 cos
(︂
𝜋
Φ0
Φ𝑥
)︂
cos
(︂
2𝜋
Φ0
Φ
)︂
, (1.18)
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où Φ𝑥 est le flux externe. Ce nouveau paramètre de contrôle permet entre autres de
réaliser le couplage inductif, dont il sera question au chapitre 3. Il permet aussi de
changer la fréquence du transmon pendant une expérience et de réaliser des portes
logiques à deux qubits [18].
1.2 Étude des bases pour la simulation numérique
du transmon
L’hamiltonien (1.16) est trop approximatif pour être utilisé dans des simulations
précises du système physique qu’il décrit. En effet, il permet une bonne description des
trois premiers états propres du transmon mais ses niveaux supérieurs ne correspondent
pas à la physique du transmon. Or, ces niveaux supérieurs peuvent être excité lorsqu’un
transmon est mesuré et simuler numériquement la mesure avec précision requière une
bonne description de plusieurs états propres du transmon. À la section qui suit, on
présente une étude des différentes manières de décrire le transmon numériquement.
1.2.1 Base de phase
L’hamiltonien du transmon dans la base de phase s’obtient en redéfinissant la
coordonnée Φ et le moment conjugué 𝑄 de l’équation (1.14) selon les équations,
𝜑 =
2𝜋ℏ
Φ0
Φ, 𝑛 =
Φ0
2𝜋ℏ
𝑄, (1.19)
où 𝑛 est maintenant l’opérateur donnant le nombre de paires de Cooper dont est
chargée l’île supraconductrice désignée par Φ1 à la figure (1.3). Il peut s’écrire
𝑛 = −𝑖ℏ 𝑑
𝑑𝜑
, (1.20)
expression qui permet d’écrire l’hamiltonien dans la base de phase sous la forme
𝐻 = −4𝐸𝐶 𝑑
2
𝑑2𝜑
− 𝐸𝐽 cos𝜑. (1.21)
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Le rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 défini entièrement les états propres et les énergies propres, norma-
lisées par 𝐸𝐽 , du transmon. L’équation aux valeurs propres de l’hamiltonien (1.21)
peut être résolue analytiquement [9] et ses premiers états propres ainsi que le potentiel
en cosinus sont tracés à la figure (1.4). On remarque que le nombre d’états liés, dont
les énergies propres sont inférieures à 𝐸𝐽 , est restreint. Ce nombre augmente avec le
rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 et peut être approximé par
𝑛états liés ≈
√︂
𝐸𝐽
2𝐸𝐶
. (1.22)
Au cours des prochaines pages, nous considérerons souvent l’état lié milieu du potentiel
qui dans le cas illustré à la figure (1.4) est le quatrième état propre. Le numéro de cet
état augmente avec le rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 et l’étudier permet d’avoir une intuition sur la
validité de l’ensemble des états liés.
- 3 - 2 - 1 1 2 3
ϕ
- 1.0
- 0.5
0.5
1.0
1.5
Energy(ΕJ)Énergie (EJ)
Figure 1.4 – Densités de probabilité des fonctions d’onde des 9 premiers états propres
de l’hamiltonien (1.21) tracées dans l’espace Φ (en bleu) avec une période du potentiel
cosinus du transmon (en orange). Les lignes pointillées sont alignées avec l’énergie
propre des différentes fonctions d’onde. Rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 = 50.
Comme la solution dans la base de phase est analytique, nous étudierons les
erreurs sur les énergies propres obtenues avec la base des charges et la base de Fock
en les comparant avec les énergies obtenues dans la base de phase.
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1.2.2 Base des charges
Si le transmon est isolé, la représentation dans la base de phase est suffisante.
Cependant, le transmon est généralement couplé à d’autres systèmes par l’entremise
de l’opérateur charge 𝑛 (couplage capacitif) ou de l’opérateur cos𝜑 (couplage inductif).
Dans ces cas, le système complet ne peut plus être résolu analytiquement et il doit
être étudié numériquement. Si l’on souhaite faire l’étude dans la base de phase, la
variable 𝜑 doit être discrétisée et des erreurs numériques apparaissent. On peut alors
tirer avantage du fait que le moment conjugué du système est une variable discrète et
diagonaliser le système dans cette base.
Plutôt que d’écrire cette dernière variable comme la dérivée par rapport à la
variable continue 𝜑, l’opérateur 𝑛 de l’équation (1.19) peut être écrit dans la base
discrète du nombre de paires de Cooper [17] :
𝑛 =
∞∑︁
𝑛=−∞
𝑛 |𝑛⟩ ⟨𝑛| . (1.23)
Dans cette base, l’opérateur cos𝜑 s’écrit
cos𝜑 =
1
2
∞∑︁
𝑛=−∞
|𝑛+ 1⟩ ⟨𝑛|+ |𝑛⟩ ⟨𝑛+ 1| , (1.24)
et l’hamiltonien du transmon dans la base des charges s’écrit
𝐻 = 4𝐸𝐶
∞∑︁
𝑛=−∞
𝑛2 |𝑛⟩ ⟨𝑛| − 𝐸𝐽
2
∞∑︁
𝑛=−∞
|𝑛⟩ ⟨𝑛+ 1|+ |𝑛+ 1⟩ ⟨𝑛| . (1.25)
Les probabilités des fonctions d’onde des 10 premiers états propres sont présentées
dans l’espace des charges à la figure (1.5). Tout comme l’hamiltonien dans la base de
phase, l’hamiltonien de l’Éq. (1.25) est diagonalisable analytiquement. Cependant,
nous nous intéressons ici aux solutions numériques qui seront utilisées en pratique.
Puisque l’hamiltonien s’exprime sans approximation comme une matrice, il est facile
d’utiliser des méthodes de diagonalisation numérique pour en extraire les vecteurs
et les valeurs propres. Pour ce faire, le système doit nécessairement être tronqué. La
figure (1.6) présente une étude de la convergence des énergies propres de différents
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Figure 1.5 – Probabilité des fonctions d’onde des 10 premiers états propres de
l’hamiltonien (1.21) tracés dans l’espace discret des charges. Rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 = 50.
états liés en fonction de la taille de la matrice hamiltonienne utilisée. En ordonnée,
ces graphiques tracent la valeur de
𝜖 =
|𝐸𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒 − 𝐸𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒|
𝐸𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒
× 100%, (1.26)
soit l’erreur relative entre l’énergie propre calculée dans la base des charges et l’énergie
propre calculée sans approximation dans la base de phase. Les figures (1.6 a), b) et c)
présentent respectivement les erreurs relatives de l’énergie du premier état propre, de
l’état lié milieu et du dernier état lié. Finalement, les lignes pointillées verticales sont
alignées au numéro du dernier état lié pour les différents rapports 𝐸𝐽/𝐸𝐶 présentés.
Cette figure peut être utilisée pour connaître le nombre de niveaux de charge nécessaire
pour diagonaliser l’hamiltonien avec une précision suffisante. Empiriquement, on trouve
que pour calculer adéquatement tous les états liés, on doit utiliser un espace des charges
environ deux fois plus grand que le nombre d’états liés donné approximativement par
l’équation (1.22).
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Figure 1.6 – Convergence des énergies propres de l’hamiltonien dans la base des
charges. Les lignes pointillées sont alignées au numéro du dernier état lié pour chaque
rapport 𝐸𝐽/𝐸𝐶 .
1.2.3 Base de Fock
L’hamiltonien du transmon (1.14) peut également être réécrit dans la base de
Fock à l’aide des opérateurs échelles :
𝐻 =
√︂
𝐸𝐽𝐸𝐶
2
(︀
𝑏− 𝑏†)︀2 − 𝐸𝐽 cos[︃(︂2𝐸𝐶
𝐸𝐽
)︂ 1
4 (︀
𝑏+ 𝑏†
)︀]︃
. (1.27)
Cette manière d’écrire l’hamiltonien semble à première vue correcte puisqu’elle préserve
la relation de commutation entre la coordonnée 𝜑 et son moment conjugué 𝑛.
Les opérateurs échelles sont également des matrices infinies et ils doivent être
tronqués afin que l’hamiltonien puisse être diagonalisé numériquement. On pourrait
s’attendre à ce que la précision de la diagonalisation augmente avec la taille de l’espace
d’Hilbert utilisé. Cependant, on note qu’en changeant la taille des matrices, on change
également la valeur propre minimale et maximale de l’opérateur 𝜑, et donc, l’intervalle
sur lequelle est défini le potentiel cos (𝜑). Si le potentiel est défini sur un intervalle qui
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diffère de [−𝜋, 𝜋], la périodicité du potentiel en cosinus est perdue et les méthodes
de diagonalisation numériques font apparaître des états propres non physiques. Sur
la figure (1.7), on voit que ces états non physiques sont localisés dans des puits de
potentiel artificiels situés aux extrémités du potentiel.
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Figure 1.7 – Représentation des états propres obtenus par la diagonalisation de
l’hamiltonien (1.27). a) Représentation des états propres dans la base de Fock obtenus
après la diagonalisation d’une matrice 25× 25. On voit que la fonction d’onde |𝜓5⟩
semble être issue d’un problème numérique. b) On voit les mêmes états propres qu’en
a), mais cette fois, tracés dans l’espace 𝜑. On remarque que les fonctions d’onde
correspondent à celles présentées à la figure (1.5) hormis l’état |𝜓5⟩. Ce dernier est
localisé dans les deux puits de potentiel situés aux extrémités du potentiel cosinus.
c) Diagonalisation d’une matrice 17 × 17. L’état |𝜓5⟩ est mieux décrit. d) On voit
que pour une matrice d’une telle taille, le potentiel cosinus existe sur un intervalle
très près de [−𝜋, 𝜋]. Ceci évite l’apparition de puits de potentiel aux extrémités du
potentiel et préserve la condition de périodicité du potentiel en cosinus.
En plus de l’apparition d’états propres non physiques, l’utilisation des opérateurs
échelles mène à des erreurs numériques systématiques dont l’origine s’explique facile-
ment : puisque la taille de l’espace d’Hilbert est choisie de telle sorte que le potentiel
soit défini sur l’intervalle [−𝜋, 𝜋], les fonctions d’onde des états propres doivent être
nulles aux frontières. Cette condition frontière n’existe toutefois pas pour le potentiel
cosinus infini et entraîne une erreur sur les énergies propres trouvées avec l’hamiltonien
de l’Éq. (1.27). Pour les états propres au fond du potentiel en cosinus, ces nouvelles
conditions frontières ont peu d’influence puisque les fonctions d’onde sont presque
nulles en 𝜑 = ±𝜋. Cependant, l’effet est plus grand pour les états propres de plus
hautes énergies. La figure (1.8) présente les erreurs calculées à l’aide de l’Éq. (1.26)
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sur les énergies propres des états liés.
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Figure 1.8 – a) Les 6 premières énergies propres pour un transmon avec un rapport
𝐸𝐽/𝐸𝐶 = 50. b) Erreurs sur les énergies propres calculées avec l’équation (1.26). 17
niveaux sont utilisés afin que 𝜑 soit défini seulement sur l’intervalle [−𝜋, 𝜋]. L’erreur
augmente exponentiellement lorsque les énergies propres s’approchent de 𝐸𝐽 . On peut
remarquer que l’erreur est près de 0.1% (≈ 10 MHz) sur le deuxième état excité. Ceci
peut mener à des erreurs significatives sur le calcul du décalage dispersif lorsque l’on
couple le transmon à un oscillateur.
Au-delà du potentiel cosinus, l’utilisation des opérateurs échelles ne permet plus
de trouver les énergies propres adéquates. Dans la base de Fock, les états propres dont
l’énergie est supérieure à 𝐸𝐽 sont ceux d’un puits infini, dont le fond a la forme d ’un
cosinus. En réalité, les états propres à ces énergies sont des états libres diffusés par
le potentiel cosinus. Plus on s’éloigne du potentiel, moins ce dernier a un effet et les
états propres sont davantage quantifiés par la partie cinétique de l’hamiltonien du
transmon. La figure (1.9) permet de voir que les énergies de ces états croissent en effet
comme 4𝐸𝐶𝑛2. On nommera ces états les états ionisés puisqu’ils ne sont pas confinés
dans un potentiel.
En conclusion, on doit éviter d’utiliser la base de Fock si on souhaite calculer
précisément les énergies et les états propres d’un système contenant un transmon. Les
résultats présentés à la dernière section permettent d’établir que la base des charges
est un bon choix pour simuler ce genre de systèmes. Dans ces cas, l’hamiltonien à l’Éq.
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Figure 1.9 – Les 15 premières énergies propres du transmon calculées dans la base
de phase et dans la base de Fock. Les valeurs minimales et maximales du potentiel
cosinus sont marquées par les deux lignes rouges pointillées. On remarque qu’au-delà
du potentiel, la diagonalisation réalisée dans la base de Fock ne fonctionne plus. De
leur côté, les énergies propres trouvées dans la base de phase suivent la fonction 4𝐸𝐶𝑛2
ce qui indique que ces états ne sont pas influencés par le potentiel cosinus.
(1.25) du transmon isolé doit premièrement être diagonalisé avec un grand espace
d’Hilbert. On peut ensuite tronquer l’hamiltonien dans sa base diagonale avant de
coupler le transmon à un système plus complexe. Cette méthode sera utilisée dans
toutes les simulations numériques présentées dans ce mémoire. Néanmoins, pour les
études analytiques, l’utilisation des opérateurs échelles demeure une solution pratique.
Chapitre 2
Mesure basée sur le couplage capacitif
Dans un ordinateur quantique universel, il est essentiel que plusieurs qubits soient
mesurables avec une grande fidélité. Dans une réalisation expérimentale, il est aussi
souhaitable que ces mesures soient non destructive (QND), c’est-à-dire que suite à
sa mesure, 100% de la population du qubit se retrouve dans l’état mesuré. De plus,
chaque qubit doit être suffisamment isolé de l’environnement afin qu’ils conservent de
bons temps caractéristiques de relaxation et de déphasage. Afin de respecter ces deux
conditions contradictoires, les qubits ne peuvent pas être mesurés directement, mais
doivent plutôt être couplés à un système quantique intermédiaire qu’on appelle le
pointeur. L’oscillateur harmonique est le pointeur qui a permis les meilleures mesures
de qubits supraconducteurs réalisées à ce jour [19]. Cet oscillateur prend le plus souvent
la forme d’un résonateur coplanaire qu’on couple capacitivement au transmon [8].
Le chapitre qui suit présente les bases théoriques de ce type de mesure. Les limites
et les désavantages du couplage capacitif, qu’on nomme aussi couplage transverse,
sont également discutés. Afin d’expliquer les difficultés rencontrées dans ce type de
mesure, une hypothèse est également avancée selon laquelle le couplage entre les états
logiques et les états ionisés du transmon peut réduire le temps de vie du qubit lors de
la mesure. Finalement, j’introduis le filtre Purcell que j’ai brièvement étudié au cours
de ma maîtrise. Il s’agit d’un dispositif essentiel à la réalisation de bonnes mesures
d’un transmon couplé capacitivement à un oscillateur.
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2.1 Systèmes quantiques ouverts
Tout système quantique est couplé d’une certaine manière à l’environnement.
Cette interaction entraîne l’enchevêtrement des deux parties et fait en sorte qu’il est
impossible de décrire parfaitement l’état du système quantique sans inclure l’état de
l’environnement. L’environnement est cependant trop complexe pour être inclus dans
des simulations et on fait appel à la matrice densité,
𝜌 =
∑︁
𝑖
𝑝𝑖 |𝜓𝑖⟩ ⟨𝜓𝑖| , (2.1)
pour décrire l’état d’un système quantique au meilleur de notre connaissance. Dans
cette expression, 𝑝𝑖 est la probabilité que le système soit dans l’état pur |𝜓𝑖⟩ du
point de vue d’un observateur [20]. Grâce à cet outil mathématique, il est possible
de trouver une équation qui parvient à bien modéliser la dynamique d’un système
quantique ouvert. Cette équation s’appelle l’équation maîtresse et est valide sous deux
conditions. Premièrement, le couplage entre le système et l’environnement doit être
suffisamment faible pour que l’état du système n’affecte pas beaucoup l’environnement.
Deuxièmement, l’environnement doit contenir un ensemble continu de modes dans le
domaine de fréquences qui nous intéresse, de telle sorte que sa densité d’états varie
peu avec la fréquence. Ces deux conditions permettent de faire l’approximation de
Born-Markov et d’obtenir l’équation maîtresse [21]
?˙? = −𝑖 [𝐻, 𝜌] +
∑︁
𝑖
𝛾𝑖𝒟 [𝑜𝑖] 𝜌, (2.2)
où 𝒟 [𝑜𝑖] · est un superopérateur donné par
𝒟 [𝑜𝑖] 𝜌 = 𝑜𝑖𝜌𝑜†𝑖 −
1
2
(︁
𝑜†𝑖𝑜𝑖𝜌+ 𝜌𝑜
†
𝑖𝑜𝑖
)︁
. (2.3)
Les opérateurs de dissipation 𝑜𝑖 peuvent être physiquement interprétés comme les
processus que l’environnement induit au système aux taux dictés par les constantes 𝛾𝑖.
L’équation maîtresse est notamment utilisée en électromagnétisme quantique dont il
sera question à la prochaine section.
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Figure 2.1 – (a) Représentation d’un dispositif expérimental permettant la mesure
non destructive d’un transmon. Le transmon, en vert, est couplé capacitivement au
troisième mode propre du résonateur, en bleu. Ce dernier est capacitivement couplé à
la masse (en haut et en bas) ainsi qu’à un câble coaxial (à gauche et à droite). Ce
couplage capacitif au câble coaxial mène à l’opérateur de dissipation 𝑎. Figure adaptée
de [8] (b) Circuit effectif de la réalisation expérimentale où l’on néglige le couplage du
résonateur à l’environnement.
2.2 Électromagnétisme quantique en circuit
L’électromagnétisme quantique (ÉQ) est un domaine qui étudie l’interaction entre
la matière et la lumière. Dans un circuit, l’équivalent de cette interaction s’obtient
en couplant un système bosonique, comme un circuit LC, à un système non linéaire,
comme un qubit supraconducteur. On parle alors de l’électromagnétisme quantique en
circuit (ÉQC) [8]. La figure (2.1) (a) présente le schéma d’une réalisation expérimentale
d’un tel système. Le qubit supraconducteur est représenté par la partie verte tandis
que le rectangle central de couleur bleue est un résonateur coplanaire. Ce dernier est
couplé capacitivement au qubit, à la masse ainsi qu’à deux lignes à transmission à
ses extrémités. D’une longueur finie, le résonateur ne peut supporter qu’un ensemble
discret de modes bosoniques tandis que les lignes à transmission peuvent supporter un
ensemble continu de modes. En traitant le système qubit-résonateur comme un système
quantique ouvert, ces lignes à transmission prennent donc le rôle de l’environnement
dans lequel le résonateur coplanaire peut perdre des photons. En dérivant l’équation
maîtresse pour ce système, les opérateurs de dissipation 𝑜𝑖 dominants sont donc les
opérateurs d’annihilations 𝑎𝑖 associés à chaque mode du résonateur.
Généralement, la fréquence du qubit est choisie près de celle d’un des modes du
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résonateur qu’on appelle le mode de mesure. Si on étudie le système dans la région
fréquentielle près du mode du qubit et du mode de mesure, le système peut être réduit
à un système quantique à deux modes dont le circuit effectif est illustré à la figure
(2.1). L’équation maîtresse de ce système peut être écrite comme
?˙? = −𝑖 [𝐻, 𝜌 ] + 𝜅𝒟 [𝑎] 𝜌, (2.4)
où 𝜅 est le taux auquel le mode de mesure perd des photons dans les lignes à
transmission. Dans ce cas-ci, on choisit seulement l’opérateur d’annihilation 𝑎 comme
opérateur de dissipation mais de manière générale, d’autres opérateurs de dissipation
peuvent être inclus pour simuler d’autres phénomènes dissipatifs comme la décohérence
et la relaxation du qubit ou le pompage thermique de la cavité. Les prochaines pages
de ce mémoire sont inspirées de l’article publié par le groupe de Yale en 2004 [8].
2.3 Mesure dispersive
À partir du système représenté à la figure (2.1) (a), il est entre autres possible
de réaliser une mesure rapide et projective du transmon qu’on nomme la mesure
dispersive. Le circuit effectif d’une telle réalisation expérimentale est présenté à la
figure (b).
Comme on l’a fait pour étudier analytiquement le transmon à la section (1.2),
l’hamiltonien de ce circuit peut être écrit en utilisant les opérateurs d’échelles :
𝐻 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+
√︂
𝐸𝑗𝐸𝐶
2
(︀
𝑏− 𝑏†)︀2 − 𝐸𝐽 cos[︃(︂2𝐸𝐶
𝐸𝐽
)︂ 1
4 (︀
𝑏− 𝑏†)︀]︃− 𝑔 (︀𝑎− 𝑎†)︀ (︀𝑏− 𝑏†)︀ .
(2.5)
Une expansion au quatrième ordre du cosinus et l’approximation séculaire mènent
ensuite à un hamiltonien qu’on peut écrire comme la somme de l’hamiltonien d’échange,
𝐻𝐿 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+ 𝜔𝑞𝑏†𝑏+ 𝑔
(︀
𝑎𝑏† − 𝑎†𝑏)︀ , (2.6)
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où 𝑔 est le couplage entre l’oscillateur et le transmon, et d’un hamiltonien non-linéaire
pour le transmon,
𝐻𝑁𝐿 = −𝐸𝐶
2
𝑏†2𝑏2. (2.7)
L’effet du couplage transverse, dont la présence est marquée par le terme proportionnel
à 𝑔 dans 𝐻𝐿, mène à ce qu’on appelle l’habillage des deux systèmes. L’habillage signifie
que les états propres du système ne sont plus les mêmes que les états propres des
deux systèmes isolés. Il est possible de diagonaliser exactement l’hamiltonien 𝐻𝐿 en
combinant linéairement les opérateurs 𝑎 et 𝑏. On peut ensuite examiner l’effet de 𝐻𝑁𝐿
dans cette base.
La transformation de Bogoliubov qui permet de diagonaliser 𝐻𝐿 est donnée par
l’expression
𝑈 = exp
[︂
1
2
arctan (2𝜆)
(︀
𝑎†𝑏− 𝑎𝑏†)︀]︂, (2.8)
où 𝜆 prend la valeur de 𝑔
𝜔𝑞−𝜔𝑟 . En l’appliquant sur l’hamtilonien 𝐻𝐿, cette transforma-
tion unitaire mélange les modes 𝑎 et 𝑏 de sorte que
𝐻 ′𝐿 = 𝑈
†𝐻𝐿𝑈 = ̃︀𝜔𝑟?˜?†?˜?+ ̃︀𝜔𝑞 ?˜?†?˜?, (2.9)
où les modes ?˜? et ?˜? sont des combinaisons linéaires des modes initiaux et les fréquences̃︀𝜔𝑟 et ̃︀𝜔𝑞 sont les fréquences des modes propres du système.
Si la différence entre la fréquence de l’oscillateur et la fréquence du qubit est
beaucoup plus grande que la valeur de 𝑔, 𝜆 ≪ 1 et les modes ?˜? et ?˜? sont presque
équivalents aux modes originaux 𝑎 et 𝑏. Dans ce régime dit dispersif, d’où le nom de
mesure dispersive, l’hamiltonien 𝐻𝑁𝐿 prend la forme suivante :
𝐻 ′𝑁𝐿 =−
𝐸𝐶
2
(︀
1− 2𝜆2 + 7𝜆4)︀ ?˜?†2?˜?2 − 𝐸𝐶
2
𝜆4?˜?†2?˜?2 − 2𝐸𝐶
(︀
𝜆2 − 𝜆4)︀ ?˜?†?˜??˜?†?˜?
+ 𝐸𝐶
(︀
𝜆− 3𝜆3)︀ (︁?˜?†?˜??˜?†?˜?+ H.c.)︁+ 𝐸𝐶𝜆3 (︁?˜?†?˜??˜??˜?† + H.c.)︁
− 𝐸𝐶
2
(︀
𝜆2 − 4𝜆4)︀ (︁?˜?†2?˜?2 + H.c.)︁+𝒪 (︀𝜆5)︀ .
(2.10)
Le premier terme de l’expression ci-dessus est l’anharmonicité du transmon et permet
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d’approximer le transmon à un système à deux niveaux. Cette approximation est
valide si le système n’est jamais modulé à la fréquence de la transition |1⟩ → |2⟩. En
utilisant également l’approximation séculaire et en négligeant les termes au-dessus de
l’ordre 2 en 𝜆, on obtient finalement l’hamiltonien dispersif
𝐻𝑒𝑓𝑓 = ̃︀𝜔𝑟?˜?†?˜?+ ̃︀𝜔𝑞𝜎𝑧
2
+ 𝜒?˜?†?˜?𝜎𝑧. (2.11)
Le troisième terme de l’hamiltonien ci-dessus indique que les fréquences de résonance
des deux systèmes couplés dépendent chacune de l’état dans lequel se trouve l’autre
système. Il s’agit du décalage AC de Stark dont le coefficient est donné par
𝜒 =
𝑔2𝐸𝐶
(𝜔𝑟 − 𝜔𝑞)2
. (2.12)
L’oscillateur peut agir comme pointeur puisque sa fréquence de résonance dépend de
l’état du qubit.
Pour poursuivre notre analyse, il est important de rappeler que l’oscillateur est
capacitivement couplé à l’environnement par des lignes à transmission. En connectant
ces lignes à une source micro-onde et à un détecteur dont il sera question à la section
(2.3.2), il est possible de générer un état cohérent d’une certaine amplitude dans le
mode de mesure et de mesurer les photons que le résonateur perd au taux 𝜅. L’effet
de la source peut être tenu en compte en ajoutant le terme d’hamiltonien
𝐻𝑝 = 𝜖(𝑡) cos (𝜔𝑝𝑡)
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀
(2.13)
à l’hamiltonien total du système, où 𝜔𝑝 est la fréquence porteuse de la source micro-
onde et 𝜖(𝑡) est son amplitude temporellement modulable. Avec les opérateurs des
modes propres, l’opérateur 𝑎 s’écrit au premier ordre comme
𝑎 ≈ ?˜?+ 𝜆?˜?, (2.14)
de sorte que la source micro-onde affecte aussi le mode du qubit pendant la mesure.
Cependant, on choisit généralement 𝜔𝑝 = ̃︀𝜔𝑟 et le terme de la source affectant le qubit
peut être négligé par l’approximation séculaire. Dans le référentiel tournant à ̃︀𝜔𝑟, la
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somme des hamiltoniens aux Éq. (2.11) et (2.13) s’écrit
𝐻 = ̃︀𝜔𝑞𝜎𝑧
2
+ 𝜒?˜?†?˜?𝜎𝑧 + 𝜖 (𝑡)
(︀
?˜?+ ?˜?†
)︀
, (2.15)
Cet hamiltonien effectif total permet de calculer analytiquement la dynamique de l’os-
cillateur pour différentes amplitudes du pulse micro-onde. Dans la suite du traitement
analytique, on remplace ̃︀𝑎 par 𝑎 afin de simplifier la notation.
2.3.1 Déplacement dans l’espace des phases
En sachant que l’oscillateur est initialement dans l’état du vide, il est possible de
prédire le déplacement de cet état cohérent dans l’espace des phases en fonction de l’état
initial du qubit. La section qui suit explique la démarche permettant d’obtenir une
expression analytique pour ce déplacement. En résumé, on doit trouver un référentiel
dans lequel l’oscillateur demeure dans l’état du vide malgré la source micro-onde. La
dynamique de ce référentiel devrait être celle de l’état cohérent dans le référentiel non
déplacé.
Pour y arriver, on doit d’abord appliquer l’opérateur de déplacement donné à
l’Éq. (1.11) à la matrice densité du système. La matrice densité déplacée résultante
est donnée par
𝜌𝐷 = 𝐷 [𝛼(𝑡)] 𝜌𝐷† [𝛼(𝑡)] . (2.16)
En réécrivant l’équation maîtresse de l’Éq. (2.2) dans ce nouveau référentiel, on obtient
?˙?𝐷 =− 𝑖
[︂
𝐷 [𝛼(𝑡)]𝐻𝐷† [𝛼(𝑡)]− 𝑖 (︀?˙?*(𝑡)𝑎− ?˙?(𝑡)𝑎†)︀+ 𝑖𝜅
2
(︀
𝛼(𝑡)𝑎† − 𝛼*(𝑡)𝑎)︀ , 𝜌𝐷]︂
+ 𝜅𝒟 [𝑎] 𝜌𝐷,
(2.17)
où deux nouveaux termes sont présents auprès de l’hamiltonien déplacé dans le
commutateur. En appliquant la transformation de déplacement sur l’hamiltonien de
l’Éq. (2.15) et en y ajoutant ces nouveaux termes, on trouve un hamiltonien effectif
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dans le référentiel déplacé :
𝐻𝐷𝑒𝑓𝑓 = 𝜒𝑎
†𝑎𝜎𝑧 + 𝑎†
[︂(︂
𝑖𝜅
2
− 𝜒𝜎𝑧
)︂
𝛼(𝑡) + 𝑖?˙?(𝑡) + 𝜖(𝑡)
]︂
+𝐻.𝑐. (2.18)
Si l’oscillateur est dans l’état du vide, l’opérateur de dissipation, 𝑎, appliqué à 𝜌𝐷 a
une valeur nulle. Ainsi, s’il existe une expression pour 𝛼(𝑡) tel que le coefficient devant
l’opérateur 𝑎† s’annule, 𝜌𝐷 demeurera dans l’état du vide indéfiniment. Résoudre
l’équation différentielle
?˙?(𝑡) = −
(︁
𝑖𝜒𝜎𝑧 +
𝜅
2
)︁
𝛼(𝑡) + 𝑖𝜖(𝑡), (2.19)
⇒ 𝛼(𝑡) = −𝑖
∫︁ 𝑡
0
𝑒−
1
2
(𝜅+𝑖𝜒𝜎𝑧)(𝑡−𝜏)𝜖(𝑡)𝑑𝜏 (2.20)
permet donc de trouver le déplacement que suit l’état cohérent dans l’espace des
phases.
L’Éq. (2.20) montre que le déplacement de l’état cohérent dans l’espace des phases
résulte d’un produit de convolution entre l’amplitude du pulse micro-onde et une
fonction qui dépend de 𝜅 et de la valeur de 𝜒𝜎𝑧 . La figure (2.2) illustre ce déplacement
lorsque 𝜖(𝑡) est constant. On y remarque que l’état de l’oscillateur dépend de l’état du
qubit et mesurer la phase des photons qui quittent l’oscillateur permet de mesurer
l’état du qubit.
Modulation de l’amplitude du pulse micro-onde
Puisqu’ils sont aussi couplés à l’environnement, les qubits sont sujets à de la
relaxation et de la décohérence, phénomènes respectivement caractérisés par les temps
𝑇1 et 𝑇2. Le processus de relaxation entraîne la population du niveau excité vers le
niveau fondamental à un taux donné par 𝛾. Maximiser la vitesse de mesure d’un qubit
est donc essentiel pour optimiser sa fidélité. Dans le cas de la mesure dispersive, la
vitesse de la mesure est directement liée à la vitesse de séparation des états cohérents
présentés à la figure (2.2). Cette séparation peut être accélérée si l’on choisit bien la
forme de l’amplitude du pulse micro-onde donnée par la fonction 𝜖(𝑡).
Si l’on déplace l’oscillateur décrit par l’hamiltonien de l’Éq. (2.15) d’une quantité
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Figure 2.2 – Déplacement dans l’espace des phases de l’état de l’oscillateur qui
dépend de l’état du qubit. Si la quadrature parallèle à l’axe des abscisses est mesurée,
de l’information sur l’état du qubit peut être acquise.
𝑖𝛼𝐼 imaginaire, on obtient le nouvel hamiltonien effectif
𝐻𝑒𝑓𝑓 = 𝜔𝑞
𝜎𝑧
2
+ 𝜒𝑎†𝑎𝜎𝑧 + 𝑖𝜒𝛼𝐼
(︀
𝑎− 𝑎†)︀𝜎𝑧 (2.21)
où le dernier terme mène au déplacement des états cohérents sur l’axe réel de l’espace
des phases. À nouveau, le sens de ce déplacement dépend de l’état du qubit. La vitesse
de la séparation entre les deux états cohérents est donc proportionnelle à la valeur de
𝜒𝛼𝐼 . Pour augmenter la vitesse de la séparation, on a donc avantage à générer un état
cohérent de grande amplitude dans l’oscillateur. Pour des raisons qui seront énoncées
à la section (2.4), la qualité de la mesure peut toutefois être compromise si le nombre
de photons moyen utilisé pour la mesure est trop grand. On peut donc optimiser une
mesure si on arrive à générer rapidement un état cohérent avec une amplitude précise.
On souhaite donc que l’état cohérent atteigne rapidement la coordonnée 𝛼𝑓 en
suivant le déplacement donné par
𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓
(︁
1− 𝑒−(𝑡/𝜏)2
)︁
, (2.22)
qui se rapproche de la fonction échelon lorsque 𝜏 est petit. En utilisant cette équation
et sa dérivée dans l’Éq. (2.19), on trouve que pour obtenir un tel déplacement, la
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modulation du pulse doit être donnée par l’expression
𝜖(𝑡) = −𝑖?˙?(𝑡)− 𝑖𝜅
2
𝑢(𝑡). (2.23)
Le décalage dispersif 𝜒 a été pris égal à 0 dans ce calcul. Cette forme de pulse permet
également de réinitialiser rapidement un oscillateur. Il est utilisé dans la mesure rapide
réalisée par le groupe de l’ETH Zürich [19]. Ce type de pulse sera réutilisé pour
optimiser la mesure présentée au chapitre 3.
2.3.2 Mesure homodyne
Bien qu’il soit une source de décohérence pour l’information quantique, le couplage
entre le système et l’environnement est essentiel pour effectuer la mesure de ce dernier.
À la figure (2.2), on remarque que l’information sur l’état du qubit est contenue dans
la phase de l’état de l’oscillateur. Il est possible de transformer la phase des photons
sortant de l’oscillateur en signal en utilisant un interféromètre. Il s’agit de la mesure
homodyne [21]. Bien que la dynamique moyenne d’un système quantique soumis à la
mesure homodyne soit bien décrite par l’équation maîtresse (2.2), la dynamique d’une
mesure unique est décrite par une équation différentielle différente.
En effet, lorsqu’un système de mesure est placé à la sortie de l’oscillateur, l’état
de l’environnement auquel l’oscillateur est couplé est constamment mesuré et l’état du
système quantique demeure dans un état pur. Comme il s’agit d’un système quantique,
cette mesure continue a une rétroaction sur le système et on peut en tenir compte à
l’aide de l’équation différentielle stochastique [21]
d
⃒⃒
𝜓(𝑡)
⟩︀
= d𝑡
[︂
−𝑖𝐻 − 1
2
𝑎†𝑎+ 𝐽ℎ𝑜𝑚(𝑡)𝑎
]︂ ⃒⃒
𝜓(𝑡)
⟩︀
, (2.24)
où 𝐽ℎ𝑜𝑚 est le signal à la sortie de l’oscillateur et est défini par l’expression
𝐽ℎ𝑜𝑚(𝑡) =
√
𝜅⟨𝑎+ 𝑎†⟩+ 𝜉(𝑡), (2.25)
où 𝜉(𝑡) est une variable aléatoire ayant une distribution normale de variance 𝜎 = 1/
√
d𝑡
et non corrélée dans le temps tel que ⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡− 𝑡′).
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L’état d’un qubit, dénoté par |𝑖⟩, peut être déterminé après une mesure dispersive
unique si le signal mesuré, 𝐽ℎ𝑜𝑚(𝑡), est bien utilisé. Je m’attarderai ici au calcul de la
fidélité de ce type de mesure lorsque le qubit est initialisé dans l’état |0⟩ ou dans l’état
|1⟩. On s’intéresse donc à la moyenne de la probabilité conditionnelle 𝑃
(︁
𝑖|𝐽
)︁
que le
qubit ait été initialisé dans l’état |𝑖⟩ si l’on détecte le signal 𝐽 contenant la valeur de
𝐽ℎ𝑜𝑚(𝜏) à chaque temps 𝜏 . Avec la loi de Bayes, on trouve que cette probabilité peut
se réécrire comme
𝑃
(︁
𝑖|𝐽
)︁
=
𝑃
(︁
𝐽 |𝑖
)︁
𝑃 (𝑖)
𝑃
(︁
𝐽 |0
)︁
+ 𝑃
(︁
𝐽 |1
)︁ . (2.26)
Puisque la partie non déterministe du signal 𝐽 n’est pas corrélée dans le temps, la
probabilité 𝑃
(︁
𝐽 |𝑖
)︁
peut être exprimée comme une multiplication de la probabilité
d’obtenir le signal 𝐽𝜏 pour chaque pas de temps
𝑃
(︁
𝐽 |𝑖
)︁
=
∏︁
𝜏
𝑃 (𝐽𝜏 |𝑖) . (2.27)
Ici, 𝑃 (𝐽𝜏 |𝑖) est une loi normale de variance 𝜎 = 1/
√
d𝑡 centrée en 𝑥𝜏𝑖 , valeur de√
𝜅⟨𝑎 + 𝑎†⟩ au temps 𝜏 , tandis que la variable d𝑡 est le pas de temps entre chaque
valeur connue de 𝐽 . En utilisant ce résultat dans l’équation (2.26) et en prenant la
limite d’une mesure continue, on trouve finalement que
𝑃
(︁
𝑖|𝐽
)︁
=
1
1 + exp
{︁
− (−1)𝑖
2
∫︀ 𝑡
0
𝑑𝜏2
√
𝜅𝐽𝑖(𝜏) [𝑥0(𝜏)− 𝑥1(𝜏)] + 𝜅 [𝑥21(𝜏)− 𝑥20(𝜏)]
}︁ .
(2.28)
On remarque que cette expression est plus ou moins grande que 1
2
si l’intégrale au
dénominateur est positive ou négative. La manière optimale d’utiliser le signal est de
calculer cette intégrale tout au long d’une mesure et de déclarer l’état du qubit selon
le signe de l’intégrale. Si la séparation des états cohérents est symétrique, la valeur
de 𝜅 [𝑥20(𝑡)− 𝑥21(𝑡)] est nulle. L’expression 𝑥0(𝑡)− 𝑥1(𝑡) devant le signal 𝐽0(𝜏) est un
filtre linéaire qui permet de donner un poids plus grand au signal recueilli lorsque les
états cohérents de la figure (2.2) sont davantage séparés [22].
La fidélité 𝐹 d’une mesure peut être calculée en prenant la valeur moyenne de
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Figure 2.3 – Comparaison entre deux méthodes numériques pour calculer la fidélité
d’une mesure. En vert, on utilise l’expression (2.29) pour obtenir une borne inférieure
de la fidélité, et donc une borne supérieure de l’infidélité. En orange et en bleu,
l’infidélité calculée en utilisant l’expression (2.28) à partir du traitement de 10 000
trajectoires.
l’expression (2.28). On peut également donner une borne inférieure à la fidélité si
l’état de l’oscillateur est près de celui d’un état cohérent et qu’on n’utilise pas de filtre
linéaire [3]. Cette borne inférieure est donnée par l’expression
𝐹𝑚𝑖𝑛 =
1
2
[︂
1− erfc
(︂√
𝜅
4𝑡
∫︁ 𝑡
0
𝑑𝜏⟨𝑎†1⟩𝑒𝑖𝜑ℎ + ⟨𝑎†1⟩𝑒−𝑖𝜑ℎ − ⟨𝑎†0⟩𝑒𝑖𝜑ℎ + ⟨𝑎†0⟩𝑒−𝑖𝜑ℎ
)︂]︂
, (2.29)
où ⟨𝑎†⟩0 et ⟨𝑎†⟩1 sont les valeurs moyennes des opérateurs de création de l’oscillateur
lorsque le qubit est respectivement initialisé dans l’état fondamental et dans l’état
excité. La figure (2.3) compare les infidélités obtenues avec les Éq. (2.28) et Éq.
(2.29) pour des simulations de la mesure longitudinale. L’infidélité est défini comme
1− 𝐹 . Nous utiliserons l’Éq. (2.29) dans le reste du mémoire puisque l’utilisation de
l’expression exacte (2.3) requiert la simulation de plusieurs milliers de trajectoires.
L’expression Éq. (2.29) nécessite quant à elle une seule intégration de l’équation
maîtresse.
2.3.3 Mesure QND
Suite à une mesure QND, la population complète d’un qubit doit se retrouver
dans l’état qui a été mesuré. Cette figure de mérite est complémentaire à celle de la
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fidélité. En effet, une mesure peut être fidèle et rapide, mais non QND [23], et donc,
moins utile dans le traitement de l’information quantique. Dans les études numériques
de ce mémoire, l’aspect QND sera quantifié par la variable
𝑄𝑁𝐷 = min [Tr (|0⟩ ⟨0| 𝜌0 final) , Tr (|1⟩ ⟨1| 𝜌1 final)] (2.30)
où |𝜓0 final⟩ et |𝜓1 final⟩ sont les états du transmon à la fin de la mesure lorsque ce
dernier est initialisé dans l’état |0⟩ ou dans l’état |1⟩.
Deux phénomènes peuvent réduire l’aspect QND d’une mesure soit le mélange et
la fuite. Le mélange survient lorsqu’une partie de la population du transmon initialisé
dans un des niveaux logiques, se retrouve dans l’autre niveau logique tandis que la
fuite survient lorsqu’une partie de la population totale du transmon se retrouve dans
les niveaux supérieurs au niveau 1.
2.3.4 Effet Purcell
À la section (2.12), la transformation de Bogoliubov a été appliquée à l’hamiltonien
de couplage capacitif, mais son effet sur le dissipateur n’a pas été étudié. En fait, au
premier ordre, la transformation de Bogoliubov transforme le dissipateur de la manière
suivante :
𝜅𝐷[𝑎]→ 𝜅𝐷[𝑎− 𝜆𝑏] ≈ 𝜅𝐷[𝑎] + 𝜅 𝑔
2
(𝜔𝑟 − 𝜔𝑞)2
𝐷[𝑏]. (2.31)
Afin de séparer les opérateurs 𝑎 et 𝑏 dans le dissipateur, l’approximation séculaire a
été utilisée. Ce changement sur le dissipateur implique que la relaxation de la cavité
entraîne la relaxation du qubit au taux
𝛾𝑝 = 𝜅
𝑔2
(𝜔𝑟 − 𝜔𝑞)2
. (2.32)
Il s’agit de l’effet Purcell. Il est à noter que cette expression n’est strictement valide
que pour un résonateur à un seul mode. Une expression tenant compte de la nature
multi-modes des résonateurs micro-ondes peut être obtenu à l’aide de l’approche de
Caldeira-Legget [24]. Ce taux domine généralement la relaxation du qubit lorsque
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𝜅 est grand et lorsque le décalage AC de Stark est fort. Or, limiter la valeur de 𝜅
et la valeur du décalage AC de Stark limite également la vitesse de la mesure. Pour
réaliser une mesure rapide et fidèle dans cette région de paramètres théoriquement
nocive pour le qubit, un dispositif appelé le filtre Purcell est essentiel. Ce dispositif
fait en sorte que la relaxation du qubit ne soit plus dominée par l’effet Purcell et il
sera traité théoriquement à la section (2.5). D’autres effets indésirables sont liés au
couplage capacitif et la section suivante en adresse quelques-uns.
2.4 Limites de la mesure dispersive
Les approximations nécessaires pour obtenir l’Hamiltonien et le dissipateur disper-
sif ont leurs limites. Tout d’abord, l’hamiltonien dispersif de l’Éq. (2.18) n’est valide
que lorsque 𝑔 ≪ Δ. Aussi, si le nombre de photons moyen dans l’oscillateur au cours
de la mesure s’approche du nombre de photons critique [8],
𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡 =
(︂
Δ
2𝑔
)︂2
, (2.33)
les termes d’ordre supérieurs de l’Éq. (2.10) accélèrent la décohérence du qubit réduisant
l’aspect QND de la mesure dispersive [25, 26]. Il est cependant expérimentalement
observé que l’aspect QND de la mesure est perdu pour des nombres de photons moyens
largement inférieurs à 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡. Par exemple, dans la mesure rapide réalisée par le groupe
de Zürich en 2017 [19], le nombre de photons moyen, ?¯?, qui optimise la fidélité de
la mesure est de seulement 2.5 pour 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡 ≈ 14. Plus récemment, le groupe de Yale
a montré que cette réduction de la valeur effective de 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡 pourrait s’expliquer par
le fait qu’au cours d’une mesure, les états ionisés du transmon interagissent avec les
états logiques du qubit [27, 28]. Une explication complémentaire à l’hypothèse avancée
par Yale est énoncée à la section suivante.
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Figure 2.4 – Énergies propres 𝐸𝑚 en fonction du biais de charge 𝑛𝑔. La largeur des
bandes diminue exponentiellement avec la valeur de
√︀
8𝐸𝐽/𝐸𝐶 .
2.4.1 Analyse du spectre de charge de l’hamiltonien transverse
Les qubits supraconducteurs sont susceptibles au bruit de charge. Le régime
transmon, qu’on obtient en choisissant 𝐸𝐽 ≫ 𝐸𝐶 , protège le qubit contre ce type de
bruit et s’est donc révélé très important dans l’avancement du domaine [29]. Dans
ce régime, les bandes d’énergie en fonction de la charge 𝑛𝑔 sur l’île supraconductrice
sont presque plates. Une variation de la charge 𝑛𝑔 n’affecte donc pas la vitesse de
précession du qubit et ne mène pas à de la décohérence. Les bandes d’un transmon
isolé sont présentés à la figure (2.4) pour différentes valeurs du ratio 𝐸𝐽/𝐸𝐶 . Les
bandes semblent pratiquement plates lorsque 𝐸𝐽/𝐸𝐶 = 50 puisqu’en effet, leur largeur
diminue exponentiellement avec la valeur de
√︀
8𝐸𝐽/𝐸𝐶 selon l’équation [9]
𝜖𝑚 = (−1)𝑚𝐸𝐶 2
4𝑚+5
𝑚!
√︂
2
𝜋
(︂
𝐸𝐽
2𝐸𝐶
)︂𝑚
2
+ 3
4
𝑒−
√
8𝐸𝐽/𝐸𝐶 . (2.34)
Toutefois, afin de comprendre comment ce type de bruit peut affecter le transmon
lorsqu’il est couplé à un oscillateur dans lequel on peut ajouter des photons, il est
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nécessaire d’étudier le spectre de l’hamiltonien de couplage capacitif :
𝐻𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+ 4𝐸𝐶 (𝑛− 𝑛𝑔)2 − 𝐸𝐽 cos (𝜃) + ̃︀𝑔 (𝑛− 𝑛𝑔) (︀𝑎† − 𝑎)︀ , (2.35)
où le couplage ̃︀𝑔 est relié au couplage standard 𝑔 par l’expression
̃︀𝑔 = −𝑖4𝑔√︃𝐸𝐶
𝜔𝑞
. (2.36)
Cette renormalisation de 𝑔 est nécessaire puisque nous utilisons la base de charge et
non les opérateurs d’échelle pour décrire convenablement le transmon (voir section
1.2.2). Comme discuté à la section (2.12), le couplage capacitif mène à l’habillage des
états propres du transmon par les états propres de l’oscillateur. Dans la base diagonale
de l’hamiltonien de l’Éq. (2.35) et dans le régime dispersif, on peut indexer les états
propres en leur attribuant un nombre d’excitations photoniques et transmoniques dans
les modes habillés. Ces états sont donc nommés |̃︂𝑛𝑝𝑚⟩, où 𝑛𝑝 et 𝑚 sont respectivement
les nombres d’excitations dans l’oscillateur et le transmon habillés. On utilisera les
lettres de l’alphabet dans l’ordre (𝑔, 𝑒, 𝑓 , ℎ, 𝑖, 𝑗, ...) pour compter les excitations
dans le transmon. En faisant varier 𝑛𝑔 dans l’hamiltonien de l’Éq. (2.35), on trace à
la figure (2.5) le spectre complet du système entre les énergies −𝐸𝐽 et 𝐸𝐽 . On y voit
des bandes plates et parallèles comme la théorie le prévoit pour 𝐸𝐽 ≫ 𝐸𝐶 . Les lignes
grasses sur la figure indiquent les états propres avec 0 photon tandis que les lignes
étroites indiquent celles avec 1 photon et plus.
On peut également analyser les bandes au-delà de 𝐸𝐽 , là où les premiers états
ionisés apparaissent. Étant des états propres de l’opérateur de charge, ces états ont la
relation de dispersion
𝐸(𝑛𝑔) = 4𝐸𝐶𝑛
2 − 8𝐸𝐶𝑛𝑛𝑔 (2.37)
où 𝑛 est le nombre de paires de Cooper sur l’île supraconductrice. La valeur de 𝑛
peut être négative ou positive et doit être suffisamment grande pour que l’énergie de
ces états soit supérieure à 𝐸𝐽 . La figure (2.6) présente le spectre en fonction de 𝑛𝑔
des premiers états ionisés. Les lignes rouges sont les premiers états ionisés, dont les
relations de dispersion sont données par ±32𝐸𝐶𝑛𝑔, puisque ces états propres comptent
±4 paires de Cooper de part et d’autre de la jonction Josephson. Le graphique de
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Figure 2.5 – Spectre de l’hamiltonien (2.35) sur une demi-période de 𝑛𝑔 pour les
énergies propres contenues entre −𝐸𝐽 et 𝐸𝐽 . Les lignes grasses indiquent les états
propres du transmon lorsque l’oscillateur ne contient aucun photon. Le transmon dans
les paramètres choisis pour la diagonalisation contient 7 états liés. Les lignes étroites
sont des bandes d’énergie d’état avec 1 photon et plus dans le résonateur. Les bandes
sont parallèles et plates.
droite présente la bande de l’état
⃒⃒⃒ ̃︀5𝑔⟩. On voit qu’à la valeur de 𝑛𝑔 à laquelle la
bande croise celle de l’état ionisé, un anticroisement survient, signe d’un couplage
entre les états ionisés et les états logiques du transmon. La figure (2.7) montre quant
à elle le spectre près des énergies des états
⃒⃒⃒̃︂12𝑔⟩ et ⃒⃒⃒ ̃︁12𝑒⟩ où beaucoup d’états ionisés
coexistent. L’anticroisement entre l’état
⃒⃒⃒̃︂12𝑔⟩ et l’état ionisé est beaucoup plus grand
maintenant que l’oscillateur contient 12 photons.
En traçant l’amplitude des anticroisements en fonction du nombre de photons
dans l’oscillateur, comme à la figure (2.8), on voit que la force du couplage dépasse 1
MHz pour les états propres avec 15 photons dans le résonateur. Le même phénomène
est observé avec une amplitude un peu plus grande pour l’état excité du transmon. Ces
couplages non souhaités pourraient générer de la fuite si l’énergie des états logiques
entrent en résonance avec les états ionisés. Or, puisque la relation de dispersion des
états ionisés a une forte pente (Éq. 2.37), des résonances entre ces états surviennent
à chaque valeur de 𝑛𝑝 pour certaines valeurs du biais de charge 𝑛𝑔. Il est également
possible que cette fuite soit directement induite par la source micro-onde.
Afin de confirmer ces hypothèses, des simulations de mesures prenant en compte
le bruit de charge et les niveaux supérieurs du transmon doivent être réalisées. Par
35
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
ng
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
Én
er
gi
e 
[E
J]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
ng
2
4
6
8
10
Én
er
gi
e 
[G
Hz
]
×10 8 + 1.305 EJ
Autres bandes
|5g  
|4e  
États inonisés
Figure 2.6 – Spectre de l’hamiltonien de couplage capacitif à l’énergie des premiers
états ionisés. La figure de droite montre l’anticroisement généré par le couplage entre
ces états et l’état fondamental du transmon avec 5 photons dans l’oscillateur.
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Figure 2.7 – Spectre de l’hamiltonien transverse près de l’énergie propre de l’état⃒⃒⃒̃︂12𝑔⟩. On remarque que beaucoup plus d’états ionisés coexistent à ces énergies. Sur la
figure de gauche, on remarque l’augmentation de la taille l’anticroisement qui existait
déjà pour la bande de l’état
⃒⃒⃒ ̃︀5𝑔⟩ à la figure (2.6).
manque de temps, ces simulations n’ont pas été réalisées dans le cadre de ma maîtrise.
Comme nous le montrerons au chapitre 3, ces couplages sont absents pour l’hamiltonien
de couplage inductif. Confirmer que ces anticroisements nuisent aux mesures à haute
puissance dans le cas de la mesure basée sur le couplage capacitif serait un argument
de plus en faveur de la mesure longitudinale. Une autre idée qui pourrait résoudre
ce problème serait d’empêcher l’existence des états ionisés en plaçant une super-
inductance en parallèle avec la jonction Josephson du transmon [27, 28]. En résumé,
les observations faites dans la présente section renforcent l’importance de considérer
les états ionisés dans le traitement du transmon.
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Figure 2.8 – Amplitude des anticroisements en fonction du nombre de photons dans
l’oscillateur pour l’état fondamental et l’état excité du transmon.
2.5 Filtre Purcell
L’effet Purcell, brièvement introduit à la section (2.3.4), est un problème dû au
couplage transverse qui est essentiel de considérer pour parvenir à réaliser de bonnes
mesures. Ce phénomène permet à un qubit capacitivement couplé à un oscillateur
qui est lui-même couplé à l’environnement de relaxer en émettant un photon par
l’entremise de l’oscillateur.
Le rôle du filtre Purcell est de diminuer la densité d’état du système près de la
fréquence du qubit. Pour y arriver, deux approches sont couramment utilisées. La
première consiste à coupler à l’oscillateur de mesure un filtre coupe-bande à 𝜔 = 𝜔𝑞
[11]. La deuxième approche consiste à coupler à l’oscillateur un filtre passe-bande
désaccordé du qubit [30], comme le présente la figure (2.10). La section qui suit est
consacrée à cette deuxième approche.
2.5.1 Hamiltonien et lindbladien effectif
Dans cette section, on souhaite trouver un modèle analytique pour étudier le
système filtre-oscillateur-transmon présenté à la figure 2.10. Pour y arriver, on cherche
à exprimer l’hamiltonien du système dans une base où les opérateurs du qubit sont
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Figure 2.9 – Fonction de transmission d’un oscillateur couplé à l’environnement.
Puisqu’il est couplé à l’environnement, l’oscillateur peut transmettre des photons de
différentes fréquences. On peut limiter l’effet Purcell en désaccordant le qubit de la
fréquence de résonnance de l’oscillateur.
diagonaux au premier ordre. À partir de cette base, il est possible de trouver le
déplacement approximatif des états cohérents dans les deux oscillateurs dépendamment
de l’état initial du qubit. Comme on l’a fait pour le système oscillateur-transmon à la
section (2.12), il est ensuite possible d’optimiser le pulse afin de maximiser la vitesse
de la mesure. J’ai calculé cet hamiltonien afin de trouver le taux de déphasage dû à la
mesure. La section qui suit montre comment on obtient un tel hamiltonien à partir du
système présenté à la figure (2.10).
Sous l’approximation séculaire et en utilisant les opérateurs d’échelle 𝑓 , 𝑎 et 𝑏,
l’hamiltonien de ce système s’écrit
𝐻 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+ 𝜔𝑓𝑓 †𝑓 + 𝜔𝑞𝑏†𝑏− 𝐸𝐶
2
𝑏†2𝑏2 + 𝐽
(︀
𝑎†𝑓 + 𝑎𝑓 †
)︀
+ 𝑔
(︀
𝑎†𝑏+ 𝑎𝑏†
)︀
, (2.38)
où 𝐽 est le couplage entre les deux oscillateurs, tandis que les opérateurs 𝑓 et 𝑓 † sont
les opérateurs d’échelles du mode du filtre. Afin d’effectuer la mesure, ce mode doit être
couplé à une ligne à transmission qu’on considère à nouveau comme l’environnement
du système. Le lindbladien du système est donc donné par
ℒ(𝜌) = 𝜅𝒟[𝑓 ]𝜌. (2.39)
Il est possible d’arriver à un hamiltonien effectif diagonal si le qubit est désaccordé par
rapport à l’oscillateur et au filtre. Pour y arriver, on doit premièrement effectuer une
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Filtre
<latexit sha1_base64="7vHK S+JrWwa8ezlhkM6yL+nOny8=">AAACz3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZ dugkVwFVIR1F1BEJdVjC20RZJ0WoemSZxMpKVU3PoFbvWrxD/Qv /DOmIJaRCckOXPuPWfm3uvFAU+kbb/mjJnZufmF/GJhaXllda24v nGZRKnwmeNHQSTqnpuwgIfMkVwGrB4L5va9gNW83rGK126ZSHgU XshhzFp9txvyDvddSVSrKdlAjk54IAUbXxVLtmXrZU6DcgZKyFY 1Kr6giTYi+EjRB0MISTiAi4SeBsqwERPXwog4QYjrOMMYBdKmlMU owyW2R98u7RoZG9JeeSZa7dMpAb2ClCZ2SBNRniCsTjN1PNXOiv 3Ne6Q91d2G9Pcyrz6xEtfE/qWbZP5Xp2qR6OBQ18Cpplgzqjo/c0 l1V9TNzS9VSXKIiVO4TXFB2NfKSZ9NrUl07aq3ro6/6UzFqr2f5 aZ4V7ekAZd/jnMaOHvWkVU+2y9VrGzSeWxhG7s0zgNUcIoqHLK+w SOe8GycGwPjzrj/TDVymWYT35bx8AGim5S8</latexit><latexit sha1_base64="7vHK S+JrWwa8ezlhkM6yL+nOny8=">AAACz3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZ dugkVwFVIR1F1BEJdVjC20RZJ0WoemSZxMpKVU3PoFbvWrxD/Qv /DOmIJaRCckOXPuPWfm3uvFAU+kbb/mjJnZufmF/GJhaXllda24v nGZRKnwmeNHQSTqnpuwgIfMkVwGrB4L5va9gNW83rGK126ZSHgU XshhzFp9txvyDvddSVSrKdlAjk54IAUbXxVLtmXrZU6DcgZKyFY 1Kr6giTYi+EjRB0MISTiAi4SeBsqwERPXwog4QYjrOMMYBdKmlMU owyW2R98u7RoZG9JeeSZa7dMpAb2ClCZ2SBNRniCsTjN1PNXOiv 3Ne6Q91d2G9Pcyrz6xEtfE/qWbZP5Xp2qR6OBQ18Cpplgzqjo/c0 l1V9TNzS9VSXKIiVO4TXFB2NfKSZ9NrUl07aq3ro6/6UzFqr2f5 aZ4V7ekAZd/jnMaOHvWkVU+2y9VrGzSeWxhG7s0zgNUcIoqHLK+w SOe8GycGwPjzrj/TDVymWYT35bx8AGim5S8</latexit><latexit sha1_base64="7vHK S+JrWwa8ezlhkM6yL+nOny8=">AAACz3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZ dugkVwFVIR1F1BEJdVjC20RZJ0WoemSZxMpKVU3PoFbvWrxD/Qv /DOmIJaRCckOXPuPWfm3uvFAU+kbb/mjJnZufmF/GJhaXllda24v nGZRKnwmeNHQSTqnpuwgIfMkVwGrB4L5va9gNW83rGK126ZSHgU XshhzFp9txvyDvddSVSrKdlAjk54IAUbXxVLtmXrZU6DcgZKyFY 1Kr6giTYi+EjRB0MISTiAi4SeBsqwERPXwog4QYjrOMMYBdKmlMU owyW2R98u7RoZG9JeeSZa7dMpAb2ClCZ2SBNRniCsTjN1PNXOiv 3Ne6Q91d2G9Pcyrz6xEtfE/qWbZP5Xp2qR6OBQ18Cpplgzqjo/c0 l1V9TNzS9VSXKIiVO4TXFB2NfKSZ9NrUl07aq3ro6/6UzFqr2f5 aZ4V7ekAZd/jnMaOHvWkVU+2y9VrGzSeWxhG7s0zgNUcIoqHLK+w SOe8GycGwPjzrj/TDVymWYT35bx8AGim5S8</latexit><latexit sha1_base64="7vHK S+JrWwa8ezlhkM6yL+nOny8=">AAACz3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZ dugkVwFVIR1F1BEJdVjC20RZJ0WoemSZxMpKVU3PoFbvWrxD/Qv /DOmIJaRCckOXPuPWfm3uvFAU+kbb/mjJnZufmF/GJhaXllda24v nGZRKnwmeNHQSTqnpuwgIfMkVwGrB4L5va9gNW83rGK126ZSHgU XshhzFp9txvyDvddSVSrKdlAjk54IAUbXxVLtmXrZU6DcgZKyFY 1Kr6giTYi+EjRB0MISTiAi4SeBsqwERPXwog4QYjrOMMYBdKmlMU owyW2R98u7RoZG9JeeSZa7dMpAb2ClCZ2SBNRniCsTjN1PNXOiv 3Ne6Q91d2G9Pcyrz6xEtfE/qWbZP5Xp2qR6OBQ18Cpplgzqjo/c0 l1V9TNzS9VSXKIiVO4TXFB2NfKSZ9NrUl07aq3ro6/6UzFqr2f5 aZ4V7ekAZd/jnMaOHvWkVU+2y9VrGzSeWxhG7s0zgNUcIoqHLK+w SOe8GycGwPjzrj/TDVymWYT35bx8AGim5S8</latexit>
Oscillateur
<latexit sha1 _base64="2r4VPinKmDvN3mh3G IpKSfcfW9w=">AAAC1nicjVHLS sNAFD2Nr/qOdekmWARXJRVB3RX cuLOCtZVaSjKOOnSahMlElFJc iVu/wK3+kfgH+hfeGVPwgeiEJG fOvefM3HvDRIpU+/5LwRkbn5ic Kk7PzM7NLyy6S6WjNM4U4w0Wy 1i1wiDlUkS8oYWWvJUoHvRDyZt hb9fEm5dcpSKODvV1wjv94DwSZ 4IFmqiuWzrR/EoP9lMmpAw0z9S w65b9im+X9xNUc1BGvuqx+4wT nCIGQ4Y+OCJowhIBUnraqMJHQl wHA+IUIWHjHEPMkDajLE4ZAbE9 +p7Trp2zEe2NZ2rVjE6R9CpSel gjTUx5irA5zbPxzDob9jfvgfU 0d7umf5h79YnVuCD2L90o8786U 4vGGbZtDYJqSixjqmO5S2a7Ym7 ufapKk0NCnMGnFFeEmVWO+uxZ TWprN70NbPzVZhrW7Fmem+HN3J IGXP0+zp+gsVHZqVQPNsu1Sj7p IlawinUa5xZq2EMdDbK+wgMe8e QcOzfOrXP3keoUcs0yvizn/h0 eiZdA</latexit><latexit sha1 _base64="2r4VPinKmDvN3mh3G IpKSfcfW9w=">AAAC1nicjVHLS sNAFD2Nr/qOdekmWARXJRVB3RX cuLOCtZVaSjKOOnSahMlElFJc iVu/wK3+kfgH+hfeGVPwgeiEJG fOvefM3HvDRIpU+/5LwRkbn5ic Kk7PzM7NLyy6S6WjNM4U4w0Wy 1i1wiDlUkS8oYWWvJUoHvRDyZt hb9fEm5dcpSKODvV1wjv94DwSZ 4IFmqiuWzrR/EoP9lMmpAw0z9S w65b9im+X9xNUc1BGvuqx+4wT nCIGQ4Y+OCJowhIBUnraqMJHQl wHA+IUIWHjHEPMkDajLE4ZAbE9 +p7Trp2zEe2NZ2rVjE6R9CpSel gjTUx5irA5zbPxzDob9jfvgfU 0d7umf5h79YnVuCD2L90o8786U 4vGGbZtDYJqSixjqmO5S2a7Ym7 ufapKk0NCnMGnFFeEmVWO+uxZ TWprN70NbPzVZhrW7Fmem+HN3J IGXP0+zp+gsVHZqVQPNsu1Sj7p IlawinUa5xZq2EMdDbK+wgMe8e QcOzfOrXP3keoUcs0yvizn/h0 eiZdA</latexit><latexit sha1 _base64="2r4VPinKmDvN3mh3G IpKSfcfW9w=">AAAC1nicjVHLS sNAFD2Nr/qOdekmWARXJRVB3RX cuLOCtZVaSjKOOnSahMlElFJc iVu/wK3+kfgH+hfeGVPwgeiEJG fOvefM3HvDRIpU+/5LwRkbn5ic Kk7PzM7NLyy6S6WjNM4U4w0Wy 1i1wiDlUkS8oYWWvJUoHvRDyZt hb9fEm5dcpSKODvV1wjv94DwSZ 4IFmqiuWzrR/EoP9lMmpAw0z9S w65b9im+X9xNUc1BGvuqx+4wT nCIGQ4Y+OCJowhIBUnraqMJHQl wHA+IUIWHjHEPMkDajLE4ZAbE9 +p7Trp2zEe2NZ2rVjE6R9CpSel gjTUx5irA5zbPxzDob9jfvgfU 0d7umf5h79YnVuCD2L90o8786U 4vGGbZtDYJqSixjqmO5S2a7Ym7 ufapKk0NCnMGnFFeEmVWO+uxZ TWprN70NbPzVZhrW7Fmem+HN3J IGXP0+zp+gsVHZqVQPNsu1Sj7p IlawinUa5xZq2EMdDbK+wgMe8e QcOzfOrXP3keoUcs0yvizn/h0 eiZdA</latexit><latexit sha1 _base64="2r4VPinKmDvN3mh3G IpKSfcfW9w=">AAAC1nicjVHLS sNAFD2Nr/qOdekmWARXJRVB3RX cuLOCtZVaSjKOOnSahMlElFJc iVu/wK3+kfgH+hfeGVPwgeiEJG fOvefM3HvDRIpU+/5LwRkbn5ic Kk7PzM7NLyy6S6WjNM4U4w0Wy 1i1wiDlUkS8oYWWvJUoHvRDyZt hb9fEm5dcpSKODvV1wjv94DwSZ 4IFmqiuWzrR/EoP9lMmpAw0z9S w65b9im+X9xNUc1BGvuqx+4wT nCIGQ4Y+OCJowhIBUnraqMJHQl wHA+IUIWHjHEPMkDajLE4ZAbE9 +p7Trp2zEe2NZ2rVjE6R9CpSel gjTUx5irA5zbPxzDob9jfvgfU 0d7umf5h79YnVuCD2L90o8786U 4vGGbZtDYJqSixjqmO5S2a7Ym7 ufapKk0NCnMGnFFeEmVWO+uxZ TWprN70NbPzVZhrW7Fmem+HN3J IGXP0+zp+gsVHZqVQPNsu1Sj7p IlawinUa5xZq2EMdDbK+wgMe8e QcOzfOrXP3keoUcs0yvizn/h0 eiZdA</latexit>
Qubit
<latexit sha1 _base64="fByWMaCkY0XxGX2Zn y+ctSEk79E=">AAACznicjVHLS sNAFD2Nr1pfVZdugkVwFRIR1F3 BjcsWjC20Ikk6rUPzYjJRSylu /QK3+lfiH+hfeGdMQS2iE5KcOf eeM3Pv9dOQZ9K2X0vG3PzC4lJ5 ubKyura+Ud3cusiSXATMDZIwE W3fy1jIY+ZKLkPWTgXzIj9kLX9 4quKtGyYynsTncpSyy8gbxLzPA 08S1e1KdifHzdzncnJVrdmWrZc 5C5wC1FCsRlJ9QRc9JAiQIwJD DEk4hIeMng4c2EiJu8SYOEGI6z jDBBXS5pTFKMMjdkjfAe06BRvT XnlmWh3QKSG9gpQm9kiTUJ4grE 4zdTzXzor9zXusPdXdRvT3C6+ IWIlrYv/STTP/q1O1SPRxrGvgV FOqGVVdULjkuivq5uaXqiQ5pMQ p3KO4IBxo5bTPptZkunbVW0/H 33SmYtU+KHJzvKtb0oCdn+OcBe 6BdWI5zcNa3SomXcYOdrFP4zxC HWdowCXrFI94wrPRNG6NiXH/mW qUCs02vi3j4QOR65RR</latex it><latexit sha1 _base64="fByWMaCkY0XxGX2Zn y+ctSEk79E=">AAACznicjVHLS sNAFD2Nr1pfVZdugkVwFRIR1F3 BjcsWjC20Ikk6rUPzYjJRSylu /QK3+lfiH+hfeGdMQS2iE5KcOf eeM3Pv9dOQZ9K2X0vG3PzC4lJ5 ubKyura+Ud3cusiSXATMDZIwE W3fy1jIY+ZKLkPWTgXzIj9kLX9 4quKtGyYynsTncpSyy8gbxLzPA 08S1e1KdifHzdzncnJVrdmWrZc 5C5wC1FCsRlJ9QRc9JAiQIwJD DEk4hIeMng4c2EiJu8SYOEGI6z jDBBXS5pTFKMMjdkjfAe06BRvT XnlmWh3QKSG9gpQm9kiTUJ4grE 4zdTzXzor9zXusPdXdRvT3C6+ IWIlrYv/STTP/q1O1SPRxrGvgV FOqGVVdULjkuivq5uaXqiQ5pMQ p3KO4IBxo5bTPptZkunbVW0/H 33SmYtU+KHJzvKtb0oCdn+OcBe 6BdWI5zcNa3SomXcYOdrFP4zxC HWdowCXrFI94wrPRNG6NiXH/mW qUCs02vi3j4QOR65RR</latex it><latexit sha1 _base64="fByWMaCkY0XxGX2Zn y+ctSEk79E=">AAACznicjVHLS sNAFD2Nr1pfVZdugkVwFRIR1F3 BjcsWjC20Ikk6rUPzYjJRSylu /QK3+lfiH+hfeGdMQS2iE5KcOf eeM3Pv9dOQZ9K2X0vG3PzC4lJ5 ubKyura+Ud3cusiSXATMDZIwE W3fy1jIY+ZKLkPWTgXzIj9kLX9 4quKtGyYynsTncpSyy8gbxLzPA 08S1e1KdifHzdzncnJVrdmWrZc 5C5wC1FCsRlJ9QRc9JAiQIwJD DEk4hIeMng4c2EiJu8SYOEGI6z jDBBXS5pTFKMMjdkjfAe06BRvT XnlmWh3QKSG9gpQm9kiTUJ4grE 4zdTzXzor9zXusPdXdRvT3C6+ IWIlrYv/STTP/q1O1SPRxrGvgV FOqGVVdULjkuivq5uaXqiQ5pMQ p3KO4IBxo5bTPptZkunbVW0/H 33SmYtU+KHJzvKtb0oCdn+OcBe 6BdWI5zcNa3SomXcYOdrFP4zxC HWdowCXrFI94wrPRNG6NiXH/mW qUCs02vi3j4QOR65RR</latex it><latexit sha1 _base64="fByWMaCkY0XxGX2Zn y+ctSEk79E=">AAACznicjVHLS sNAFD2Nr1pfVZdugkVwFRIR1F3 BjcsWjC20Ikk6rUPzYjJRSylu /QK3+lfiH+hfeGdMQS2iE5KcOf eeM3Pv9dOQZ9K2X0vG3PzC4lJ5 ubKyura+Ud3cusiSXATMDZIwE W3fy1jIY+ZKLkPWTgXzIj9kLX9 4quKtGyYynsTncpSyy8gbxLzPA 08S1e1KdifHzdzncnJVrdmWrZc 5C5wC1FCsRlJ9QRc9JAiQIwJD DEk4hIeMng4c2EiJu8SYOEGI6z jDBBXS5pTFKMMjdkjfAe06BRvT XnlmWh3QKSG9gpQm9kiTUJ4grE 4zdTzXzor9zXusPdXdRvT3C6+ IWIlrYv/STTP/q1O1SPRxrGvgV FOqGVVdULjkuivq5uaXqiQ5pMQ p3KO4IBxo5bTPptZkunbVW0/H 33SmYtU+KHJzvKtb0oCdn+OcBe 6BdWI5zcNa3SomXcYOdrFP4zxC HWdowCXrFI94wrPRNG6NiXH/mW qUCs02vi3j4QOR65RR</latex it>
Vg
<latexit sha1_base64="nXMr AMORm4hUsosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFtoS0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcKufJP6B/ oV3pimoRXRCkjPn3nNm7r1O7HspN4y3grKwuLS8Ulwtra1vbG6p5 e16GmWJyyw38qOk6dgp872QWdzjPmvGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorlpuc3bLx/VJdwoGk65aMXRDLm0emDm oIF+1SH1FGz1EcJEhAEMITtiHjZSeFkwYiInrYExcQsiTcYYJSqT NKItRhk3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVTfHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXEclwR+5dulvlfnaiFo48TWYNHNcWSEd W5uUsmuyJurn2pipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5pU1i56a8v4u8wUr Ni7eW6GD3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4qhS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlqs Mj6Bk94xovSVO6Ue+VhmqoUcs0Ovi3l8RMvl5bk</latexit><latexit sha1_base64="nXMr AMORm4hUsosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFtoS0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcKufJP6B/ oV3pimoRXRCkjPn3nNm7r1O7HspN4y3grKwuLS8Ulwtra1vbG6p5 e16GmWJyyw38qOk6dgp872QWdzjPmvGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorlpuc3bLx/VJdwoGk65aMXRDLm0emDm oIF+1SH1FGz1EcJEhAEMITtiHjZSeFkwYiInrYExcQsiTcYYJSqT NKItRhk3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVTfHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXEclwR+5dulvlfnaiFo48TWYNHNcWSEd W5uUsmuyJurn2pipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5pU1i56a8v4u8wUr Ni7eW6GD3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4qhS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlqs Mj6Bk94xovSVO6Ue+VhmqoUcs0Ovi3l8RMvl5bk</latexit><latexit sha1_base64="nXMr AMORm4hUsosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFtoS0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcKufJP6B/ oV3pimoRXRCkjPn3nNm7r1O7HspN4y3grKwuLS8Ulwtra1vbG6p5 e16GmWJyyw38qOk6dgp872QWdzjPmvGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorlpuc3bLx/VJdwoGk65aMXRDLm0emDm oIF+1SH1FGz1EcJEhAEMITtiHjZSeFkwYiInrYExcQsiTcYYJSqT NKItRhk3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVTfHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXEclwR+5dulvlfnaiFo48TWYNHNcWSEd W5uUsmuyJurn2pipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5pU1i56a8v4u8wUr Ni7eW6GD3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4qhS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlqs Mj6Bk94xovSVO6Ue+VhmqoUcs0Ovi3l8RMvl5bk</latexit><latexit sha1_base64="nXMr AMORm4hUsosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFtoS0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcKufJP6B/ oV3pimoRXRCkjPn3nNm7r1O7HspN4y3grKwuLS8Ulwtra1vbG6p5 e16GmWJyyw38qOk6dgp872QWdzjPmvGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorlpuc3bLx/VJdwoGk65aMXRDLm0emDm oIF+1SH1FGz1EcJEhAEMITtiHjZSeFkwYiInrYExcQsiTcYYJSqT NKItRhk3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVTfHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXEclwR+5dulvlfnaiFo48TWYNHNcWSEd W5uUsmuyJurn2pipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5pU1i56a8v4u8wUr Ni7eW6GD3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4qhS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlqs Mj6Bk94xovSVO6Ue+VhmqoUcs0Ovi3l8RMvl5bk</latexit>
Figure 2.10 – Montage expérimental d’un système transmon-oscillateur protégé par
un filtre agissant comme un deuxième filtre passe-bande. Les fréquences du filtre et
de l’oscillateur doivent être désaccordées de la fréquence du qubit. Cette figure est
inspirée de la référence [30]
transformation de Bogoliubov, comme on l’a fait à la section (2.12), afin de découpler
le système oscillateur-filtre. Cette transformation nous mène à l’hamiltonien
𝐻𝐵 =𝜔𝑐𝑐
†𝑐+ 𝜔𝑑𝑑†𝑑+ 𝜔𝑞𝑏†𝑏− 𝐸𝐶
2
𝑏†2𝑏2
+ 𝑔𝑐
(︀
𝑐†𝑏+ 𝑐𝑏†
)︀
+ 𝑔𝑑
(︀
𝑑†𝑏+ 𝑑𝑏†
)︀
.
(2.40)
Si les fréquences de l’oscillateur et du filtre sont approximativement égales, les nouveaux
modes propres 𝑐 et 𝑑 sont les modes habillés de fréquences 𝜔𝑟 ± 𝐽 . Sous les mêmes
approximations que celles faites à la section (2.12) et en réduisant le transmon à un
système à deux niveaux, l’hamiltonien effectif dans la base habillée s’écrit
𝐻𝐵𝑑 =?˜?𝑐𝑐
†𝑐+ ?˜?𝑑𝑑†𝑑+
̃︀𝜔𝑞
2
𝜎𝑧 + 𝜒𝑐𝑐
†𝑐𝜎𝑧 + 𝜒𝑑𝑑†𝑑𝜎𝑧, (2.41)
où 𝜒𝑐 et 𝜒𝑑 sont les décalages AC de Stark des deux modes. On peut finalement revenir
dans le référentiel où les deux oscillateurs ne sont pas habillés ensemble pour obtenir
l’hamiltonien effectif suivant :
𝐻𝑒𝑓𝑓 =̃︀𝜔𝑟𝑎†𝑎+ ̃︀𝜔𝑓𝑓 †𝑓 + ̃︀𝜔𝑞
2
𝜎𝑧 + 𝜒𝜎𝑧𝑎
†𝑎+ 𝐽
(︀
𝑎†𝑓 + 𝑎𝑓 †
)︀
+ 𝜖(𝑡) cos (𝜔𝑝𝑡)
(︀
𝑓 + 𝑓 †
)︀
(2.42)
où ̃︀𝜔𝑟 et ̃︀𝜔𝑓 sont les fréquences des deux oscillateurs renormalisées par leur couplage
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au qubit et où on a ajouté l’hamiltonien de la source micro-onde.
Afin de trouver le taux Purcell dans ce système, on applique les mêmes transfor-
mations sur le lindbladien. En utilisant l’approximation séculaire, on trouve que le
lindbladien, dans la base utilisée pour écrire l’hamiltonien (2.42) s’écrit
ℒ𝑒𝑓𝑓 (𝜌) = 𝜅𝒟[𝑓 ]𝜌+ 𝛾𝑝𝒟[𝜎−]𝜌 (2.43)
où le nouveau taux Purcell est donné par
𝛾𝑝 =
𝜅𝑔2𝐽2
(Δ𝑟𝑞Δ𝑓𝑞 − 𝐽2)2
. (2.44)
Il est nécessaire de choisir les paramètres du circuit afin que la relaxation du qubit ne
soit pas dominée par cet effet. Une expression semblable à l’Éq. (2.44) est calculée à
la Réf. [31] en utilisant un espace de Hilbert réduit à 2 niveaux par système. Les deux
expressions sont égales dans les régimes où elles sont valides.
2.5.2 Déplacement dans l’espace des phases
À partir de l’hamiltonien de l’Éq. (2.38) et du lindbladien de l’Éq. (2.39), il est
possible de prédire le déplacement des champs classiques conditionnellement à l’état
du qubit. Comme on l’a fait à la section (2.3.1), on déplace l’hamiltonien effectif et on
trouve que les états cohérents se déplacent selon les deux équations suivantes :
0 =𝜁 +
[︁𝜅
2
+ 𝑖 (Δ𝑓𝑑 +Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)
]︁
𝜁 +
[︁
𝐽2 + 𝑖
𝜅
2
(Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)−Δ𝑓𝑑 (Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)
]︁
𝜁
+ 𝑖?˙?(𝑡)− 𝜖(𝑡) (Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧) ,
(2.45)
0 =?¨? + ?˙?
(︁
𝑖 (Δ𝑟𝑑 +Δ𝑓𝑑 + 𝜒𝜎𝑧) +
𝜅
2
)︁
+ 𝛼
(︂
𝐽2 +
𝑖𝜅
2
(Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)−Δ𝑓𝑑 (Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)
)︂
+ 𝐽𝜖(𝑡)
(2.46)
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où 𝛼(𝑡) et 𝜁(𝑡) sont les déplacements des champs classiques dans l’oscillateur et dans
le filtre. De leur côté, Δ𝑟𝑑 et Δ𝑓𝑑 sont les désaccords entre l’oscillateur et la source et
entre le filtre et la source, respectivement. En passant dans le domaine de Laplace, il
est possible de résoudre ces équations différentielles. On trouve alors que l’expression
pour le champ dans le filtre respecte l’équation
𝜁(𝑡) =
∫︁ 𝑡
0
𝑑𝜏𝜖(𝜏)
[︃
−𝑖 cosh
(︃√
Δ
2
𝜏
)︃
−2
𝑖𝜅
2
+Δ𝑟𝑓 + 𝜒√
Δ
sinh
(︃√
Δ
2
𝜏
)︃]︃
𝑒−[
𝜅
4
+ 𝑖
2(Δ𝑓𝑑+Δ𝑟𝑑+𝜒)]𝜏 ,
(2.47)
tandis que le champ dans l’oscillateur de mesure suit l’équation
𝛼(𝑡) = − 2𝐽√
Δ
∫︁ 𝑡
0
𝑑𝜏𝜖(𝜏) sinh
(︃√
Δ
2
𝜏
)︃
𝑒−[
𝜅
4
+ 𝑖
2(Δ𝑓𝑑+Δ𝑟𝑑+𝜒)]𝜏 , (2.48)
avec
Δ = 4 (Δ𝑟𝑑 + 𝜒) +
(︁𝜅
2
+ 𝑖 (Δ𝑟𝑑 +Δ𝑓𝑑 + 𝜒)
)︁2
. (2.49)
Ces expressions sont plus complexes que l’Éq. (2.20) qui est valide pour une mesure
réalisée avec un seul oscillateur. En effet, la fonction hyperbolique est alors absente
dans l’intégrale donnant 𝛼(𝑡).
En présence d’un filtre, puisque sinh(0) est nul, un délai existe entre le moment
où un pulse est appliqué sur le filtre et le moment où l’oscillateur contient beaucoup
de photons. Ce délai diminue si le couplage 𝐽 entre les deux cavités augmente. Afin
d’optimiser la mesure avec un filtre Purcell, ces équations pourraient être tenues en
compte dans des procédures d’optimisation numérique [32]. Ces expressions permettent
également de trouver la vitesse de déphasage induite par la mesure du qubit. Présentée
en annexe A.2, la transformation de Polaron permet de trouver que l’expression pour
le déphasage est la même que celle dérivée pour le même système sans filtre dans [26].
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2.6 Résumé de chapitre
En conclusion, ce chapitre dresse un portrait de l’état actuel de la mesure transverse
en présentant son mécanisme et ses inconvénients. À la section (2.4.1), je donne une
piste de solution à une question non résolue du domaine. Je suggère en effet que le
couplage entre les états logiques et les états ionisés du transmon, lorsque des photons
sont ajoutés à l’oscillateur, pourrait expliquer la diminution prématurée de la fidélité
de mesure avec la puissance de la source micro-onde. Malheureusement, la vérification
de cette hypothèse avec des simulations complètes de la mesure est complexe et n’a
pu être faite dans le cadre de mes études. Finalement, je montre comment on peut
obtenir l’hamiltonien effectif du système transmon-oscillateur-filtre en effectuant une
transformation dispersive. Les équations du mouvement obtenues peuvent être utilisées
pour optimiser le pulse de mesure. Ces équations du mouvement sont plus complexes
qu’en l’absence de filtre et ralentissent la dynamique de mesure. Le chapitre suivant
s’attarde à une manière de mesurer qui ne nécessite pas l’ajout d’un filtre Purcell : la
mesure longitudinale.
Chapitre 3
Mesure basée sur le couplage inductif
Le couplage transverse permet de mesurer un qubit supraconducteur avec une
fidélité de 99% en moins de 100 nanosecondes [19]. Malgré qu’ils soient impressionnants,
ces chiffres ne sont malheureusement pas suffisants pour construire un ordinateur
quantique universel si l’on prend en compte les temps de vie d’environ 100 microse-
condes des transmons actuels. Par ailleurs, la performance de ce type de mesure a
plafonné tant au niveau de la vitesse et de la fidélité qu’au niveau de l’aspect QND. Un
changement de paradigme semble donc nécessaire pour continuer à améliorer la mesure
des qubits supraconducteurs et une idée prometteuse est le couplage inductif [3, 33, 34].
En théorie, ce dernier permet de contourner certaines difficultés rencontrées par le
couplage transverse. Dans ce chapitre, on présente une étude numérique et analytique
d’une implémentation de ce type de couplage dont des réalisations expérimentales
sont en cours de développement dans deux groupes expérimentaux. Les réalisations
expérimentales sont décrites au chapitre suivant.
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3.1 Mesure idéale
Un ordinateur quantique utile requiert que plusieurs portes logiques puissent
être réalisées en un temps beaucoup plus court que les temps de décohérence et
de relaxation des qubits. Les mesures, qui permettent par exemple de faire de la
correction d’erreur quantique, doivent également être rapides par rapport aux temps
caractéristiques des qubits. Idéalement, la mesure d’un qubit est donc rapide, QND
(voir section 2.3.3) et d’une grande fidélité. L’hamiltonien longitudinal, donné par
𝐻𝐿 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+ 𝜔𝑞
𝜎𝑧
2
+ 𝑔𝑧 (𝑡)
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀
𝜎𝑧, (3.1)
satisfait théoriquement ces trois conditions. Le terme de couplage de l’Éq. (3.1) est
dit longitudinal puisqu’il dépend seulement du degré de liberté 𝜎𝑧 du qubit. Si 𝑔𝑧(𝑡)
est modulé à la fréquence de l’oscillateur, l’hamiltonien dans le référentiel tournant et
sous l’approximation séculaire prend la forme
𝐻 = 𝜔𝑞
𝜎𝑧
2
+ 𝑔𝑧
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀
𝜎𝑧, (3.2)
où 𝑔𝑧 est l’amplitude de la modulation. Cet hamiltonien génère donc une séparation
rectiligne et de vitesse proportionnelle à 𝑔𝑧 des états cohérents sur l’axe réel de l’espace
des phases. Introduit en 2015 par le groupe théorique de Sherbrooke [3], l’hamiltonien
longitudinal promet donc une dynamique idéale de séparation des états pointeurs. Sur
la figure (3.1), cette dynamique est comparée à la dynamique dispersive qu’on obtient
lorsqu’on utilise le couplage capacitif et aucune modulation du pulse micro-onde. Les
marqueurs rouges positionnés à des intervalles de temps réguliers montrent que la
séparation induite par l’hamiltonien longitudinal est plus rapide pour des temps courts.
L’aspect QND et la haute fidélité d’une mesure réalisée avec l’hamiltonien de
l’Éq. (3.1) s’expliquent quant à eux par le fait que le terme de couplage commute
avec l’hamiltonien du qubit isolé. Les états propres du qubit ne sont donc pas habillés
par l’oscillateur et l’absence d’effet Purcell en découle naturellement. Par ailleurs, le
nombre de photons ajoutés à l’oscillateur n’induit aucun mélange entre les niveaux
logiques du qubit et aucune relaxation du qubit. Des mesures rapides à haute puissance
sont donc possibles.
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Figure 3.1 – Dynamique longitudinale en comparaison avec la dynamique dispersive.
La séparation est plus rapide dans le cas idéal.
À la section (2.3.1), j’explique que si l’on déplace rapidement le champ dans
l’oscillateur d’un circuit décrit par l’hamiltonien dispersif, on obtient l’hamiltonien
longitudinal (voir Éq. 2.21). Cependant, la dynamique conserve son aspect rectiligne
seulement pour les premiers instants de la séparation des états pointeurs après quoi,
le déplacement initialement purement imaginaire gagne une composante réelle qui
induit une rotation des états cohérents dans l’espace des phases. Toutefois, plus le
déplacement initial est grand, plus la dynamique de séparation conserve son aspect
rectiligne longtemps. Si l’amplitude du champ est suffisamment grande, il est donc
possible d’obtenir la dynamique longitudinale à partir de l’hamiltonien dispersif
pendant toute la mesure. Malheureusement, le nombre de photons critique 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡,
présenté à la section (2.4), fait en sorte que l’amplitude du champ doit demeurer petite
lorsque le transmon est couplé capacitivement à l’oscillateur ce qui explique que la
dynamique longitudinale ne peut pas être obtenue à partir du couplage transverse.
Dans ce chapitre, on présente un circuit qui implémente l’hamiltonien dispersif
sans habiller le transmon et l’oscillateur ensemble. On évite ainsi les désavantages du
couplage transverse et on montre qu’on peut induire un champ dans l’oscillateur avec
une amplitude suffisamment grande pour obtenir la dynamique longitudinale.
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3.2 Implémentation par couplage inductif
3.2.1 Circuit et hamiltonien
Obtenir un couplage qui dépend seulement de 𝜎𝑧 dans une réalisation expérimentale
est difficile. L’idée introduite dans [33, 34] suggère de coupler la boucle SQUID d’un
transmon au flux magnétique généré par un système quantique agissant comme
pointeur, tel un résonateur coplanaire. Avec un tel couplage, on s’attend intuitivement
à coupler le moment conjugué du transmon, cos(𝜃), au moment conjugué de l’oscillateur.
Si l’on approxime le transmon à un système à deux niveaux, cos(𝜃) devient la matrice
de Pauli 𝜎𝑧.
Le groupe de l’institut Néel à Grenoble a déjà étudié expérimentalement un circuit,
illustré à la figure (3.2), qui réalise ce type de couplage [1, 2]. Comme on peut le noter,
il contient un oscillateur harmonique (en bleu) et un transmon (en vert). Le couplage
inductif entre les deux systèmes émerge du partage d’une partie de l’inductance de
l’oscillateur avec la boucle SQUID du transmon. La source micro-onde (en orange),
permet d’ajouter des photons à l’oscillateur. L’hamiltonien de ce circuit s’écrit
𝐻 =
𝑝2Φ
2𝐶Φ
+
Φ2
2𝐿Φ
+
𝑝2Θ
2𝐶Θ
− 𝐸𝐽 cos
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
Θ+
Φ𝑥
2
)︂]︂
cos
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
𝜂Φ− Φ𝑥
2
)︂]︂
+𝐻𝑝,
(3.3)
où Φ et Θ sont respectivement les coordonnées des modes de l’oscillateur et du qubit.
La coordonnée Φ décrit le mode où les flux de noeud Φ𝐴 et Φ𝐵, de la figure (3.2),
oscillent de manière antisymétrique, tandis que la coordonnée Θ décrit le mode où les
deux flux de noeud oscillent symétriquement de sorte que
Φ =
Φ𝐴 + Φ𝐵
2
Θ =
Φ𝐴 − Φ𝐵
2
. (3.4)
De son côté, le ratio de participation 𝜂 dépend de la fraction de l’inductance totale
du mode de l’oscillateur qui est partagée avec la boucle SQUID du transmon. Ce
paramètre contrôle la force du couplage inductif et apparaît naturellement dans les
réalisations expérimentales du circuit qui sont présentées au chapitre 4.
46
CS
<latexit sha1_base64="55OPsL asLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC 1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9 FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jv vvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAe WK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7PrOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA5 25GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4e fC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjk mbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmE Le2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhzi2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25 J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC 5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xLEQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+x dxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWA VtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAleJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBs y329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+ 7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXml4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGr jSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrK Ee+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THvF+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2 m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl 5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/RAdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn 4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtVi upWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvpShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq 6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H /U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKPdK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+ 4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6p gW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D11r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smd m+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpR xGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nH WeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8t R9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5 mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G /bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wPUaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2ek nlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3A bj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42/EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</l atexit><latexit sha1_base64="55OPsL asLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC 1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9 FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jv vvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAe WK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7PrOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA5 25GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4e fC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjk mbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmE Le2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhzi2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25 J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC 5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xLEQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+x dxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWA VtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAleJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBs y329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+ 7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXml4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGr jSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrK Ee+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THvF+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2 m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl 5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/RAdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn 4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtVi upWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvpShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq 6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H /U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKPdK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+ 4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6p gW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D11r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smd m+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpR xGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nH WeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8t R9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5 mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G /bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wPUaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2ek nlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3A bj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42/EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</l atexit><latexit sha1_base64="55OPsL asLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC 1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9 FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jv vvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAe WK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7PrOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA5 25GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4e fC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjk mbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmE Le2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhzi2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25 J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC 5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xLEQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+x dxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWA VtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAleJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBs y329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+ 7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXml4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGr jSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrK Ee+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THvF+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2 m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl 5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/RAdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn 4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtVi upWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvpShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq 6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H /U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKPdK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+ 4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6p gW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D11r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smd m+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpR xGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nH WeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8t R9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5 mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G /bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wPUaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2ek nlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3A bj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42/EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</l atexit><latexit sha1_base64="55OPsL asLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC 1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9 FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jv vvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAe WK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7PrOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA5 25GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4e fC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjk mbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmE Le2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhzi2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25 J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC 5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xLEQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+x dxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWA VtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAleJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBs y329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+ 7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXml4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGr jSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrK Ee+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THvF+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2 m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl 5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/RAdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn 4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtVi upWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvpShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq 6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H /U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKPdK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+ 4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6p gW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D11r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smd m+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpR xGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nH WeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8t R9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5 mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G /bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wPUaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2ek nlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3A bj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42/EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</l atexit>
CS
<latexit sha1_base64="55OPsLasLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAeWK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7P rOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA525GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4efC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj 2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjkmbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmELe2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhz i2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xL EQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+xdxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWAVtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAl eJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBsy329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXm l4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGrjSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrKEe+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THv F+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/R AdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtViupWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvp ShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H/U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKP dK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6pgW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D1 1r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smdm+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpRxGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx 83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nHWeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8tR9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c 639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G/bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wP UaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2eknlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3Abj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42 /EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</latexit><latexit sha1_base64="55OPsLasLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAeWK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7P rOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA525GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4efC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj 2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjkmbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmELe2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhz i2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xL EQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+xdxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWAVtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAl eJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBsy329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXm l4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGrjSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrKEe+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THv F+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/R AdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtViupWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvp ShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H/U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKP dK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6pgW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D1 1r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smdm+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpRxGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx 83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nHWeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8tR9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c 639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G/bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wP UaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2eknlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3Abj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42 /EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</latexit><latexit sha1_base64="55OPsLasLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAeWK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7P rOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA525GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4efC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj 2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjkmbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmELe2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhz i2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xL EQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+xdxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWAVtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAl eJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBsy329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXm l4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGrjSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrKEe+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THv F+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/R AdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtViupWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvp ShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H/U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKP dK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6pgW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D1 1r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smdm+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpRxGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx 83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nHWeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8tR9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c 639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G/bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wP UaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2eknlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3Abj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42 /EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</latexit><latexit sha1_base64="55OPsLasLVYm3wMpKSEzqiIepzU=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5zgO2Y5DUWmJEkQxJqVEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKokSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxhaItD23f98KllRsJ1PHEYO7ErngahMAeWK55Y/T16/mQkwsjxvUfxOBAnA7P rOWeObcZIOtg7PThd32xuN/ljLA525GAT5KflX73yMxxDB3ywYQgDEOBBjGMXTIjwewQ70IQAaScwQVqII4efC5jCGsoOkUsgh4nUPv7v4uxIUj 2cE2bE0jZqcfEvREkDrqGMj3whjkmbwc+HjEzUMuwJY5JtY/y1JNYAqTH0kKqSSzlXlSNfYjiDr9gHB30KmELe2RJlyFEhy42cVzEiBEijcQefhz i2WTKNs8EyEftOsTX5+b/MSVSa25J3COds5RrqW/1L3Abss00jRHJzGn20g/z30DrB2Cn/HbbFkM8MjIVAC5IYeTj+qSA9QXrCM+WMOWEK2R1xL EQW5wm8QbxN5DGQI2T5rsymaSW+xdxq/GPOphQ11fVmBfw+o+/WQqfRrrZPfc5ftc4kthPWNs1iMWGdU6WWAVtyBLcUWmaopIWw85pvZZqqcsTAl eJzxh9j7keY9YYiAgFnTd7LVLKBsy329xXOk1UplBENStD0ccqQrmtiWRlSGuH6NsXwujRazZJoJe/rB/l+7nKt7+Mo4gpF9ahaq1fQ6K2g5SXm l4VWqatG0Z+mdlSGBYQdbYRuAaGrjSAKCKIkRvkoRbnVQrtGxPFycOTl1tWAtaV7wAApIe9RyR6R0M1MrtrKEe+989mT0PS8HS1ZGwlNlRez3THv F+1GtLOesx+UO6qcfIHzeQtewA2m6XmyDKmPSOVoiT/f8X494JinFke8pgKspuf4bEatsuDZCvX/GZxmVfl5VvUbyE/PBb//G1wHeqi1qgZ8i/R AdiFmLtdGOHNXsFYgZ90duLgzltn4WNpH6yJS7B5pPidjkpswRS8L0mzOowQ1UPoLKP0SlGuVOG3GaWvLtViupWl1W2Z/anNb2+9WAaFVghByvp ShCO6m1bll8Smik/X/NEtXh6oTGq6Yvz0e532a4Zfl7QOWCfl0pFpHia7pnOcpzkN5ZjCzNVCF5GeVuIjz4H/U1xHcX8jl+zVWxMECykENlHsLKP dK30TiewtpdJJ0NN9LxN2IOj9op+4yhSrza1njdD2LkFdf26va2sY1tI1ra0v6Z119n9fWN+D9Wlffzdr6pgW02crbY53mkl6Ofqlf6PFtQZ7D1 1r1Zm7dL/fT1PTHxN9qvOdA90Smdm+8r7R1v6Kqtjm+PeS8iRVIYL8cK3oCN9PmSv6GwsIwkwgzbVvShnIpRxGx42xs4XcC32vnmGDOVXI6Hdvcx 83vhlUaWojkyzsIXR0t7kFJU1nHWeXZy5zOhuwNzjLLt1bo2Hp8fk5mJr/DhFJ9Evdhmo0Wu4iGsoOweI8tR9iSCFWdWleeumcRyMc3ysVBZU2c 639TeTqVTOCR7IOr5anSdLjuzGx5mHur1RXQ5ltU2tNt1nsMnyFXhzuNLqOW79B3OfPoNPsN0E1zD65zt9/G/bqFv7vQ5JvnNa46lBt0gqB75wP UaCzJSIN7CwP/LrOG2R22k3FE2eknlJSOzHc6eY9P1zd3infli4PD3e2vt3d+/GLz9h15jX4JPkXXG2jwl3Abj4YtOEQlXfgFfoXfNn7f+GPjz42 /EtaLF6TMJzD32fjnP7bssNg=</latexit>
L
<latexit sha1_base64="3RL9LaDdoGE1NpX7gj/SOhzPs5M=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0MySnQ9pYmaNCmjqPIcR6wHIOk1hIjimRISo2j6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMnVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5I9DW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObJc8dQa3qXnTycijBzfexwfB+JgZPY 958ixzRhJj7YPV9ebm03+GIuDlhysg/y0/SuXf4Eu9MAHG8YwAgEexDh2wYQIv/vQgiYESDuAKdJCHDn8XMAMVlB2jFwCOUykDvF/H2f7kurhnD AjlrZRi4t/IUoacA1lfOQLcUzaDH4+ZmSilmFPGZNsO8ZfS2KNkBrDAKkquZRzWTnyJYYj+IZ9cNCngCnknS1RxhwVstzIeRUjQoA0GvfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15x3DCVq6gvuW/xG3ADts0QSQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSU6QnPDPOmAOmkN0Rx0Jkc Z7CW8RbRx4DOUKW78tsmlXiW8ytxu9yNqWoqa63S+APGX2rFjqNtrR9GnL+qnUmsZ2ytlkWiynrnCm1jNiSfbil0DJHJS2Endd8K9NUlSMGrhSfM 76LuR9h1huKCAScNXkvU8kGzjbY39c4T1alUEY0KEHTxylDuq6JZWVIaYTr2xTDm9JoNUuilbyvn+T7uce1foijiCsU1aNqrV5Bo7eElleYXxZa pa4aRX+a2lEZFxBa2gj9AkJfG0EUEERJjPJRinKrhXaNiOPl4MjLrasRa0v3gBFSQt6jkj0ioZuZXLWVE957T2dPQtPzdnLG2khoqryY7455v2g3 op31hP2g3FHl5Eucn7bgJdxgmp4nZyENEakcLfHnB96vRxzz1OKI11SA1fQEn82pVRY8X6L+P4fDrCq/yKp+A/npueD3f4PrwAC1VtWA75EeyC7 EzOXaBGfuEtYK5Ky7Axd3xjIbn0j7aF1Eit0jzedkTHJTpuhlQZrNeZSgBspwAWVYgnKtEqfDOB1tuTbLtTWt7sjsT23uaPvdLiC0SxBCzpcyFM HdtDq3LD5F9LL+n2bp6lB1QuMl83fA47xPc/yyvH3AMiGfjlTrKNE1O+V5ivNQnhnMbA1UIflZJS7iPHiH+jqB7YVc3q6xInYXUHZroNxfQLlf+i YS39tIo5Oko/leIu5G1PlBO3WfKVSZ38gap+tZhLz62l7X1nZcQ9txbW1J/6yr78va+ka8X+vqu1lb36yANl95d1mneUYvR7/ULwz4tiDP4Wute jO37s/209T0x8TfarwXQPdEpnZvvKO0daeiqnY4vgPkvIkVSGC/HCt6AjfT5kr+hsLCMJMIM20b0oZyKUcRsW42tvA7hR+1c0ww5zI5nY5t7uNO7 4ZVGtqI5Ms7CF0dbe5BSVNZx1nl2auczobsDY4yyzeW6NgGfH5OZia/w4RSfRL3YZaNFruIhrKDsHiPLUfYkAhVnVpfnrrnEcjHN8rFQWVNnOt/ U3k6lUzhseyDq+Wp0vS47sxteZh7q9UV0OZbVNrTbdbbhS+Qq8edRp9Ry3foe5x5dJr9DuimeQDXudvv4H7dxt8taPLN8wpXHcoNOkHQvfMuajT OyEiDewsD/y6xhvkdtpNxRNnpJ5SUnsx3OnkfH66ut4p35YuDva3Nbzdbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhG/bY4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bqc+a//+D5PBsBs=</latexit><latexit sha1_base64="3RL9LaDdoGE1NpX7gj/SOhzPs5M=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0MySnQ9pYmaNCmjqPIcR6wHIOk1hIjimRISo2j6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMnVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5I9DW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObJc8dQa3qXnTycijBzfexwfB+JgZPY 958ixzRhJj7YPV9ebm03+GIuDlhysg/y0/SuXf4Eu9MAHG8YwAgEexDh2wYQIv/vQgiYESDuAKdJCHDn8XMAMVlB2jFwCOUykDvF/H2f7kurhnD AjlrZRi4t/IUoacA1lfOQLcUzaDH4+ZmSilmFPGZNsO8ZfS2KNkBrDAKkquZRzWTnyJYYj+IZ9cNCngCnknS1RxhwVstzIeRUjQoA0GvfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15x3DCVq6gvuW/xG3ADts0QSQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSU6QnPDPOmAOmkN0Rx0Jkc Z7CW8RbRx4DOUKW78tsmlXiW8ytxu9yNqWoqa63S+APGX2rFjqNtrR9GnL+qnUmsZ2ytlkWiynrnCm1jNiSfbil0DJHJS2Endd8K9NUlSMGrhSfM 76LuR9h1huKCAScNXkvU8kGzjbY39c4T1alUEY0KEHTxylDuq6JZWVIaYTr2xTDm9JoNUuilbyvn+T7uce1foijiCsU1aNqrV5Bo7eElleYXxZa pa4aRX+a2lEZFxBa2gj9AkJfG0EUEERJjPJRinKrhXaNiOPl4MjLrasRa0v3gBFSQt6jkj0ioZuZXLWVE957T2dPQtPzdnLG2khoqryY7455v2g3 op31hP2g3FHl5Eucn7bgJdxgmp4nZyENEakcLfHnB96vRxzz1OKI11SA1fQEn82pVRY8X6L+P4fDrCq/yKp+A/npueD3f4PrwAC1VtWA75EeyC7 EzOXaBGfuEtYK5Ky7Axd3xjIbn0j7aF1Eit0jzedkTHJTpuhlQZrNeZSgBspwAWVYgnKtEqfDOB1tuTbLtTWt7sjsT23uaPvdLiC0SxBCzpcyFM HdtDq3LD5F9LL+n2bp6lB1QuMl83fA47xPc/yyvH3AMiGfjlTrKNE1O+V5ivNQnhnMbA1UIflZJS7iPHiH+jqB7YVc3q6xInYXUHZroNxfQLlf+i YS39tIo5Oko/leIu5G1PlBO3WfKVSZ38gap+tZhLz62l7X1nZcQ9txbW1J/6yr78va+ka8X+vqu1lb36yANl95d1mneUYvR7/ULwz4tiDP4Wute jO37s/209T0x8TfarwXQPdEpnZvvKO0daeiqnY4vgPkvIkVSGC/HCt6AjfT5kr+hsLCMJMIM20b0oZyKUcRsW42tvA7hR+1c0ww5zI5nY5t7uNO7 4ZVGtqI5Ms7CF0dbe5BSVNZx1nl2auczobsDY4yyzeW6NgGfH5OZia/w4RSfRL3YZaNFruIhrKDsHiPLUfYkAhVnVpfnrrnEcjHN8rFQWVNnOt/ U3k6lUzhseyDq+Wp0vS47sxteZh7q9UV0OZbVNrTbdbbhS+Qq8edRp9Ry3foe5x5dJr9DuimeQDXudvv4H7dxt8taPLN8wpXHcoNOkHQvfMuajT OyEiDewsD/y6xhvkdtpNxRNnpJ5SUnsx3OnkfH66ut4p35YuDva3Nbzdbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhG/bY4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bqc+a//+D5PBsBs=</latexit><latexit sha1_base64="3RL9LaDdoGE1NpX7gj/SOhzPs5M=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0MySnQ9pYmaNCmjqPIcR6wHIOk1hIjimRISo2j6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMnVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5I9DW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObJc8dQa3qXnTycijBzfexwfB+JgZPY 958ixzRhJj7YPV9ebm03+GIuDlhysg/y0/SuXf4Eu9MAHG8YwAgEexDh2wYQIv/vQgiYESDuAKdJCHDn8XMAMVlB2jFwCOUykDvF/H2f7kurhnD AjlrZRi4t/IUoacA1lfOQLcUzaDH4+ZmSilmFPGZNsO8ZfS2KNkBrDAKkquZRzWTnyJYYj+IZ9cNCngCnknS1RxhwVstzIeRUjQoA0GvfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15x3DCVq6gvuW/xG3ADts0QSQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSU6QnPDPOmAOmkN0Rx0Jkc Z7CW8RbRx4DOUKW78tsmlXiW8ytxu9yNqWoqa63S+APGX2rFjqNtrR9GnL+qnUmsZ2ytlkWiynrnCm1jNiSfbil0DJHJS2Endd8K9NUlSMGrhSfM 76LuR9h1huKCAScNXkvU8kGzjbY39c4T1alUEY0KEHTxylDuq6JZWVIaYTr2xTDm9JoNUuilbyvn+T7uce1foijiCsU1aNqrV5Bo7eElleYXxZa pa4aRX+a2lEZFxBa2gj9AkJfG0EUEERJjPJRinKrhXaNiOPl4MjLrasRa0v3gBFSQt6jkj0ioZuZXLWVE957T2dPQtPzdnLG2khoqryY7455v2g3 op31hP2g3FHl5Eucn7bgJdxgmp4nZyENEakcLfHnB96vRxzz1OKI11SA1fQEn82pVRY8X6L+P4fDrCq/yKp+A/npueD3f4PrwAC1VtWA75EeyC7 EzOXaBGfuEtYK5Ky7Axd3xjIbn0j7aF1Eit0jzedkTHJTpuhlQZrNeZSgBspwAWVYgnKtEqfDOB1tuTbLtTWt7sjsT23uaPvdLiC0SxBCzpcyFM HdtDq3LD5F9LL+n2bp6lB1QuMl83fA47xPc/yyvH3AMiGfjlTrKNE1O+V5ivNQnhnMbA1UIflZJS7iPHiH+jqB7YVc3q6xInYXUHZroNxfQLlf+i YS39tIo5Oko/leIu5G1PlBO3WfKVSZ38gap+tZhLz62l7X1nZcQ9txbW1J/6yr78va+ka8X+vqu1lb36yANl95d1mneUYvR7/ULwz4tiDP4Wute jO37s/209T0x8TfarwXQPdEpnZvvKO0daeiqnY4vgPkvIkVSGC/HCt6AjfT5kr+hsLCMJMIM20b0oZyKUcRsW42tvA7hR+1c0ww5zI5nY5t7uNO7 4ZVGtqI5Ms7CF0dbe5BSVNZx1nl2auczobsDY4yyzeW6NgGfH5OZia/w4RSfRL3YZaNFruIhrKDsHiPLUfYkAhVnVpfnrrnEcjHN8rFQWVNnOt/ U3k6lUzhseyDq+Wp0vS47sxteZh7q9UV0OZbVNrTbdbbhS+Qq8edRp9Ry3foe5x5dJr9DuimeQDXudvv4H7dxt8taPLN8wpXHcoNOkHQvfMuajT OyEiDewsD/y6xhvkdtpNxRNnpJ5SUnsx3OnkfH66ut4p35YuDva3Nbzdbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhG/bY4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bqc+a//+D5PBsBs=</latexit><latexit sha1_base64="3RL9LaDdoGE1NpX7gj/SOhzPs5M=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0MySnQ9pYmaNCmjqPIcR6wHIOk1hIjimRISo2j6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMnVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5I9DW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObJc8dQa3qXnTycijBzfexwfB+JgZPY 958ixzRhJj7YPV9ebm03+GIuDlhysg/y0/SuXf4Eu9MAHG8YwAgEexDh2wYQIv/vQgiYESDuAKdJCHDn8XMAMVlB2jFwCOUykDvF/H2f7kurhnD AjlrZRi4t/IUoacA1lfOQLcUzaDH4+ZmSilmFPGZNsO8ZfS2KNkBrDAKkquZRzWTnyJYYj+IZ9cNCngCnknS1RxhwVstzIeRUjQoA0GvfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15x3DCVq6gvuW/xG3ADts0QSQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSU6QnPDPOmAOmkN0Rx0Jkc Z7CW8RbRx4DOUKW78tsmlXiW8ytxu9yNqWoqa63S+APGX2rFjqNtrR9GnL+qnUmsZ2ytlkWiynrnCm1jNiSfbil0DJHJS2Endd8K9NUlSMGrhSfM 76LuR9h1huKCAScNXkvU8kGzjbY39c4T1alUEY0KEHTxylDuq6JZWVIaYTr2xTDm9JoNUuilbyvn+T7uce1foijiCsU1aNqrV5Bo7eElleYXxZa pa4aRX+a2lEZFxBa2gj9AkJfG0EUEERJjPJRinKrhXaNiOPl4MjLrasRa0v3gBFSQt6jkj0ioZuZXLWVE957T2dPQtPzdnLG2khoqryY7455v2g3 op31hP2g3FHl5Eucn7bgJdxgmp4nZyENEakcLfHnB96vRxzz1OKI11SA1fQEn82pVRY8X6L+P4fDrCq/yKp+A/npueD3f4PrwAC1VtWA75EeyC7 EzOXaBGfuEtYK5Ky7Axd3xjIbn0j7aF1Eit0jzedkTHJTpuhlQZrNeZSgBspwAWVYgnKtEqfDOB1tuTbLtTWt7sjsT23uaPvdLiC0SxBCzpcyFM HdtDq3LD5F9LL+n2bp6lB1QuMl83fA47xPc/yyvH3AMiGfjlTrKNE1O+V5ivNQnhnMbA1UIflZJS7iPHiH+jqB7YVc3q6xInYXUHZroNxfQLlf+i YS39tIo5Oko/leIu5G1PlBO3WfKVSZ38gap+tZhLz62l7X1nZcQ9txbW1J/6yr78va+ka8X+vqu1lb36yANl95d1mneUYvR7/ULwz4tiDP4Wute jO37s/209T0x8TfarwXQPdEpnZvvKO0daeiqnY4vgPkvIkVSGC/HCt6AjfT5kr+hsLCMJMIM20b0oZyKUcRsW42tvA7hR+1c0ww5zI5nY5t7uNO7 4ZVGtqI5Ms7CF0dbe5BSVNZx1nl2auczobsDY4yyzeW6NgGfH5OZia/w4RSfRL3YZaNFruIhrKDsHiPLUfYkAhVnVpfnrrnEcjHN8rFQWVNnOt/ U3k6lUzhseyDq+Wp0vS47sxteZh7q9UV0OZbVNrTbdbbhS+Qq8edRp9Ry3foe5x5dJr9DuimeQDXudvv4H7dxt8taPLN8wpXHcoNOkHQvfMuajT OyEiDewsD/y6xhvkdtpNxRNnpJ5SUnsx3OnkfH66ut4p35YuDva3Nbzdbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhG/bY4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bqc+a//+D5PBsBs=</latexit>
C
<latexit sha1_base64="yC0qd0fkRkJQPyec4eh3uTqwFjs=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0M2SnQ9pbGaNCmiaPIcR6wHYOk1hIjimRISo2i6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMjVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5A9DW+zbvuuHzywzEq7jif3YiV3xLAiFObBc8dTq79DzpyMRRo7vPY7HgTgamF3 POXFsM0bSo53j1fXmZpM/xvxgSw7WQX5a/pXLv8AhdMAHG4YwAAEexDh2wYQIvwewBU0IkHYEE6SFOHL4uYAprKDsELkEcphI7eP/Ls4OJNXDOW FGLG2jFhf/QpQ04BrK+MgX4pi0Gfx8yMhELcOeMCbZNsZfS2INkBpDD6kquZRzWTnyJYYT+IZ9cNCngCnknS1RhhwVstzIeRUjQoA0GnfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15h3DKVq6gvuW/xG3ALts0QiQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSE6QnPFPOmCOmkN0Rx0Jkc Z7AW8RbRx4DOUKW78psmlbiW8ytxj/kbEpRU11vl8DvM/p2LXQabWv71Of8VetMYjthbdMsFhPWOVVqGbAlB3BLoWWGSloIO6/5VqapKkcMXCk+Z /wh5n6EWW8oIhBw1uS9TCUbONtgf1/jPFmVQhnRoARNH6cM6bomlpUhpRGub1MMb0qj1SyJVvK+fpLv5y7X+j6OIq5QVI+qtXoFjd4SWl5hfllo lbpqFP1pakdlWEDY0kboFhC62giigCBKYpSPUpRbLbRrRBwvB0debl0NWFu6BwyQEvIelewRCd3M5KqtHPHeezZ7Epqet6MFayOhqfJitjvm/aLd iHbWU/aDckeVky9xftaCl3CDaXqeLELqI1I5WuLPD7xfDzjmqcURr6kAq+kpPptRqyx4vkT9fw7HWVV+kVX9BvLTc8Hv/wbXgR5qraoB3yM9kF2 Imcu1Ec7cJawVyFl3By7ujGU2PpH20bqIFLtHms/JmOQmTNHLgjSb8yhBDZT+HEq/BOVaJU6bcdraci2Wa2la3ZbZn9rc1va7VUBolSCEnC9lKI K7aXVuWXyK6GT9P83S1aHqhIZL5m+Px3mfZvhlefuAZUI+HanWUaJresbzFOehPDOY2RqoQvKzSlzEefAO9XUE9+dy+X6NFbE3h7JXA+XeHMq90j eR+N5CGp0kHc33EnE3os4P2qm7TKHK/EbWOF3PIuTV1/a6trZxDW3j2tqS/llX35e19Q14v9bVd7O2vmkBbbbydlinuaCXo1/qF3p8W5Dn8LVWv Zlb94v9NDX9MfG3Gu8F0D2Rqd0b7ypt3a2oqm2Obw85b2IFEtgvx4qewM20uZK/obAwzCTCTNuGtKFcylFE7DAbW/idwI/aOSaYc5mcTsc293Fnd 8MqDS1E8uUdhK6OFvegpKms46zy7FVOZ0P2BieZ5RtLdGw9Pj8nM5PfYUKpPon7MM1G811EQ9lBWLzHliNsSISqTq0rT92zCOTjG+XioLImzvW/ qTydSibwWPbB1fJUaTpcd2a2PMy91eoKaPMtKu3pNus9hC+Qq8OdRpdRy3fou5x5dJr9DuimuQfXudtv437dwt9taPLN8wpXHcoNOkHQvfMeajQ WZKTBvYWBf5dYw+wO28k4ouz0E0pKR+Y7nbzHx6vrW8W78vnB/vbmt5tbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhC/bZ4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bmc+a//+D74WsBI=</latexit><latexit sha1_base64="yC0qd0fkRkJQPyec4eh3uTqwFjs=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0M2SnQ9pbGaNCmiaPIcR6wHYOk1hIjimRISo2i6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMjVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5A9DW+zbvuuHzywzEq7jif3YiV3xLAiFObBc8dTq79DzpyMRRo7vPY7HgTgamF3 POXFsM0bSo53j1fXmZpM/xvxgSw7WQX5a/pXLv8AhdMAHG4YwAAEexDh2wYQIvwewBU0IkHYEE6SFOHL4uYAprKDsELkEcphI7eP/Ls4OJNXDOW FGLG2jFhf/QpQ04BrK+MgX4pi0Gfx8yMhELcOeMCbZNsZfS2INkBpDD6kquZRzWTnyJYYT+IZ9cNCngCnknS1RhhwVstzIeRUjQoA0GnfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15h3DKVq6gvuW/xG3ALts0QiQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSE6QnPFPOmCOmkN0Rx0Jkc Z7AW8RbRx4DOUKW78psmlbiW8ytxj/kbEpRU11vl8DvM/p2LXQabWv71Of8VetMYjthbdMsFhPWOVVqGbAlB3BLoWWGSloIO6/5VqapKkcMXCk+Z /wh5n6EWW8oIhBw1uS9TCUbONtgf1/jPFmVQhnRoARNH6cM6bomlpUhpRGub1MMb0qj1SyJVvK+fpLv5y7X+j6OIq5QVI+qtXoFjd4SWl5hfllo lbpqFP1pakdlWEDY0kboFhC62giigCBKYpSPUpRbLbRrRBwvB0debl0NWFu6BwyQEvIelewRCd3M5KqtHPHeezZ7Epqet6MFayOhqfJitjvm/aLd iHbWU/aDckeVky9xftaCl3CDaXqeLELqI1I5WuLPD7xfDzjmqcURr6kAq+kpPptRqyx4vkT9fw7HWVV+kVX9BvLTc8Hv/wbXgR5qraoB3yM9kF2 Imcu1Ec7cJawVyFl3By7ujGU2PpH20bqIFLtHms/JmOQmTNHLgjSb8yhBDZT+HEq/BOVaJU6bcdraci2Wa2la3ZbZn9rc1va7VUBolSCEnC9lKI K7aXVuWXyK6GT9P83S1aHqhIZL5m+Px3mfZvhlefuAZUI+HanWUaJresbzFOehPDOY2RqoQvKzSlzEefAO9XUE9+dy+X6NFbE3h7JXA+XeHMq90j eR+N5CGp0kHc33EnE3os4P2qm7TKHK/EbWOF3PIuTV1/a6trZxDW3j2tqS/llX35e19Q14v9bVd7O2vmkBbbbydlinuaCXo1/qF3p8W5Dn8LVWv Zlb94v9NDX9MfG3Gu8F0D2Rqd0b7ypt3a2oqm2Obw85b2IFEtgvx4qewM20uZK/obAwzCTCTNuGtKFcylFE7DAbW/idwI/aOSaYc5mcTsc293Fnd 8MqDS1E8uUdhK6OFvegpKms46zy7FVOZ0P2BieZ5RtLdGw9Pj8nM5PfYUKpPon7MM1G811EQ9lBWLzHliNsSISqTq0rT92zCOTjG+XioLImzvW/ qTydSibwWPbB1fJUaTpcd2a2PMy91eoKaPMtKu3pNus9hC+Qq8OdRpdRy3fou5x5dJr9DuimuQfXudtv437dwt9taPLN8wpXHcoNOkHQvfMeajQ WZKTBvYWBf5dYw+wO28k4ouz0E0pKR+Y7nbzHx6vrW8W78vnB/vbmt5tbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhC/bZ4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bmc+a//+D74WsBI=</latexit><latexit sha1_base64="yC0qd0fkRkJQPyec4eh3uTqwFjs=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0M2SnQ9pbGaNCmiaPIcR6wHYOk1hIjimRISo2i6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMjVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5A9DW+zbvuuHzywzEq7jif3YiV3xLAiFObBc8dTq79DzpyMRRo7vPY7HgTgamF3 POXFsM0bSo53j1fXmZpM/xvxgSw7WQX5a/pXLv8AhdMAHG4YwAAEexDh2wYQIvwewBU0IkHYEE6SFOHL4uYAprKDsELkEcphI7eP/Ls4OJNXDOW FGLG2jFhf/QpQ04BrK+MgX4pi0Gfx8yMhELcOeMCbZNsZfS2INkBpDD6kquZRzWTnyJYYT+IZ9cNCngCnknS1RhhwVstzIeRUjQoA0GnfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15h3DKVq6gvuW/xG3ALts0QiQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSE6QnPFPOmCOmkN0Rx0Jkc Z7AW8RbRx4DOUKW78psmlbiW8ytxj/kbEpRU11vl8DvM/p2LXQabWv71Of8VetMYjthbdMsFhPWOVVqGbAlB3BLoWWGSloIO6/5VqapKkcMXCk+Z /wh5n6EWW8oIhBw1uS9TCUbONtgf1/jPFmVQhnRoARNH6cM6bomlpUhpRGub1MMb0qj1SyJVvK+fpLv5y7X+j6OIq5QVI+qtXoFjd4SWl5hfllo lbpqFP1pakdlWEDY0kboFhC62giigCBKYpSPUpRbLbRrRBwvB0debl0NWFu6BwyQEvIelewRCd3M5KqtHPHeezZ7Epqet6MFayOhqfJitjvm/aLd iHbWU/aDckeVky9xftaCl3CDaXqeLELqI1I5WuLPD7xfDzjmqcURr6kAq+kpPptRqyx4vkT9fw7HWVV+kVX9BvLTc8Hv/wbXgR5qraoB3yM9kF2 Imcu1Ec7cJawVyFl3By7ujGU2PpH20bqIFLtHms/JmOQmTNHLgjSb8yhBDZT+HEq/BOVaJU6bcdraci2Wa2la3ZbZn9rc1va7VUBolSCEnC9lKI K7aXVuWXyK6GT9P83S1aHqhIZL5m+Px3mfZvhlefuAZUI+HanWUaJresbzFOehPDOY2RqoQvKzSlzEefAO9XUE9+dy+X6NFbE3h7JXA+XeHMq90j eR+N5CGp0kHc33EnE3os4P2qm7TKHK/EbWOF3PIuTV1/a6trZxDW3j2tqS/llX35e19Q14v9bVd7O2vmkBbbbydlinuaCXo1/qF3p8W5Dn8LVWv Zlb94v9NDX9MfG3Gu8F0D2Rqd0b7ypt3a2oqm2Obw85b2IFEtgvx4qewM20uZK/obAwzCTCTNuGtKFcylFE7DAbW/idwI/aOSaYc5mcTsc293Fnd 8MqDS1E8uUdhK6OFvegpKms46zy7FVOZ0P2BieZ5RtLdGw9Pj8nM5PfYUKpPon7MM1G811EQ9lBWLzHliNsSISqTq0rT92zCOTjG+XioLImzvW/ qTydSibwWPbB1fJUaTpcd2a2PMy91eoKaPMtKu3pNus9hC+Qq8OdRpdRy3fou5x5dJr9DuimuQfXudtv437dwt9taPLN8wpXHcoNOkHQvfMeajQ WZKTBvYWBf5dYw+wO28k4ouz0E0pKR+Y7nbzHx6vrW8W78vnB/vbmt5tbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhC/bZ4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bmc+a//+D74WsBI=</latexit><latexit sha1_base64="yC0qd0fkRkJQPyec4eh3uTqwFjs=">AAAY IHicpVhLb9tGEJ4kfSROH0568KEXokYQGU0M2SnQ9pbGaNCmiaPIcR6wHYOk1hIjimRISo2i6NhTr+0v6K/pqeix/QX1v+jMcEnRlMjVMhJs7Q5n vnlwdnZ2rcB1orjZ/Ofc+Qvvvf/BhxcvrVz+6ONPPl29cvVJ5A9DW+zbvuuHzywzEq7jif3YiV3xLAiFObBc8dTq79DzpyMRRo7vPY7HgTgamF3 POXFsM0bSo53j1fXmZpM/xvxgSw7WQX5a/pXLv8AhdMAHG4YwAAEexDh2wYQIvwewBU0IkHYEE6SFOHL4uYAprKDsELkEcphI7eP/Ls4OJNXDOW FGLG2jFhf/QpQ04BrK+MgX4pi0Gfx8yMhELcOeMCbZNsZfS2INkBpDD6kquZRzWTnyJYYT+IZ9cNCngCnknS1RhhwVstzIeRUjQoA0GnfweYhjmy XTOBssE7HvFFuTn//HnESluS15h3DKVq6gvuW/xG3ALts0QiQ3p9FHO8h/D60TjJ3y32FbDPnMwFgItCCJkYfjnwvSE6QnPFPOmCOmkN0Rx0Jkc Z7AW8RbRx4DOUKW78psmlbiW8ytxj/kbEpRU11vl8DvM/p2LXQabWv71Of8VetMYjthbdMsFhPWOVVqGbAlB3BLoWWGSloIO6/5VqapKkcMXCk+Z /wh5n6EWW8oIhBw1uS9TCUbONtgf1/jPFmVQhnRoARNH6cM6bomlpUhpRGub1MMb0qj1SyJVvK+fpLv5y7X+j6OIq5QVI+qtXoFjd4SWl5hfllo lbpqFP1pakdlWEDY0kboFhC62giigCBKYpSPUpRbLbRrRBwvB0debl0NWFu6BwyQEvIelewRCd3M5KqtHPHeezZ7Epqet6MFayOhqfJitjvm/aLd iHbWU/aDckeVky9xftaCl3CDaXqeLELqI1I5WuLPD7xfDzjmqcURr6kAq+kpPptRqyx4vkT9fw7HWVV+kVX9BvLTc8Hv/wbXgR5qraoB3yM9kF2 Imcu1Ec7cJawVyFl3By7ujGU2PpH20bqIFLtHms/JmOQmTNHLgjSb8yhBDZT+HEq/BOVaJU6bcdraci2Wa2la3ZbZn9rc1va7VUBolSCEnC9lKI K7aXVuWXyK6GT9P83S1aHqhIZL5m+Px3mfZvhlefuAZUI+HanWUaJresbzFOehPDOY2RqoQvKzSlzEefAO9XUE9+dy+X6NFbE3h7JXA+XeHMq90j eR+N5CGp0kHc33EnE3os4P2qm7TKHK/EbWOF3PIuTV1/a6trZxDW3j2tqS/llX35e19Q14v9bVd7O2vmkBbbbydlinuaCXo1/qF3p8W5Dn8LVWv Zlb94v9NDX9MfG3Gu8F0D2Rqd0b7ypt3a2oqm2Obw85b2IFEtgvx4qewM20uZK/obAwzCTCTNuGtKFcylFE7DAbW/idwI/aOSaYc5mcTsc293Fnd 8MqDS1E8uUdhK6OFvegpKms46zy7FVOZ0P2BieZ5RtLdGw9Pj8nM5PfYUKpPon7MM1G811EQ9lBWLzHliNsSISqTq0rT92zCOTjG+XioLImzvW/ qTydSibwWPbB1fJUaTpcd2a2PMy91eoKaPMtKu3pNus9hC+Qq8OdRpdRy3fou5x5dJr9DuimuQfXudtv437dwt9taPLN8wpXHcoNOkHQvfMeajQ WZKTBvYWBf5dYw+wO28k4ouz0E0pKR+Y7nbzHx6vrW8W78vnB/vbmt5tbj75av31HXqNfhM/R9QYa/DXcxqNhC/bZ4V/hN/h97Y+1P9f+Wvs7YT1 /Tsp8Bmc+a//+D74WsBI=</latexit>Cin
<latexit sha1_base64="ZAGq/v 5IH00MB1u60zzwWfH2fjE=">AAAYJXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC VAgio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5dhLYjkFSa4kWRTIkpUZRdOy91/YX9Nf0 VBToqdf6X3RmuKRoyuRqWQm2docz3zw4Ozu7VuA6Udxq/X3p8ltvv/P ue1eurlx7/4MPP1q9/vF+5I9CW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObR c8dQabNPzp2MRRo7vPYkngTgamj3POXFsM0bS/vbx1PFmx6uN1kaLP8b iYFMOGiA/bf/6tZ/hELrggw0jGIIAD2Icu2BChN8D2IQWBEg7ginSQhw 5/FzADFZQdoRcAjlMpA7wfw9nB5Lq4ZwwI5a2UYuLfyFKGnADZXzkC3 FM2gx+PmJkopZhTxmTbJvgryWxhkiNoY9UlVzKuawc+RLDCXzFPjjoU8 AU8s6WKCOOCllu5LyKESFAGo27+DzEsc2SaZwNlonYd4qtyc//ZU6i0t yWvCM4YytXUN/yX+I2YIdtGiOSm9Poox3kv4fWCcZO+e+xLYZ8ZmAsB FqQxMjD8U8F6SnSE54ZZ8wRU8juiGMhsjhP4Q3iNZDHQI6Q5Xsym2aV+ BZzq/EPOZtS1FTXmyXwB4y+VQudRlvaPg04f9U6k9hOWdssi8WUdc6UW oZsyQHcUWiZo5IWws5rvpNpqsoRA1eKzxl/iLkfYdYbiggEnDV5L1PJJ s7W2d9XOE9WpVBGNChB08cpQ7qpiWVlSGmE69sUw+vSaLVKopW8rx/k +7nPtX6Ao4grFNWjaq1eQaO3hJaXmF8WWqWuGkV/WtpRGRUQNrURegWE njaCKCCIkhjloxTlVgvtGhHHy8GRl1tXQ9aW7gFDpIS8RyV7REI3M7lq K8e8957PnoSm5+34grWR0FR5Md8d837RbkQ76xn7QbmjyslTnJ+34BR uMU3Pk4uQBohUjpb48x3v10OOeWpxxGsqwGp6hs/m1CoLni9R/5/DcVa VX2RVv4n89Fzw+7/FdaCPWqtqwLdID2QXYuZybYwzdwlrBXLW3YGLO2O ZjfvSPloXkWL3SPM5GZPclCl6WZBmcx4lqIEyWEAZlKDcqMTpME5HW67 Ncm1Nqzsy+1ObO9p+twsI7RKEkPOlDEVwN63OLYtPEd2s/6dZujpUnd Boyfzt8zjv0xy/LG8fsUzIpyPVOkp0zc55nuI8lmcGM1sDVUh+VomLOI /+R30dw8OFXH5YY0XsLqDs1kB5sIDyoPRNJL63kUYnSUfzvUTcjajzg3 bqHlOoMr+WNU7Xswh59bW9qq1tUkPbpLa2pH/W1fd5bX1D3q919d2ur W9WQJuvvG3WaV7Qy9Ev9Qt9vi3Ic/haq97MrfuL/TQ1/THxtxrvBdA9k andG+8obd2pqKodjm8fOW9jBRLYL8eKnsDNtLmSv6mwMMwkwkzburShX MpRROwwG1v4ncL32jkmmHOZnE7HNvdx53fDKg1tRPLlHYSujjb3oKSp rOOs8uxlTmdT9gYnmeXrS3RsfT4/JzOT32FCqT6J+zDLRotdRFPZQVi8 x5YjrEuEqk6tJ0/d8wjk4xvl4qCyJs71v6k8nUqm8ET2wdXyVGm6XHfm tjzOvdXqCmjzLSrt6TbrPYTPkKvLnUaPUct36PuceXSa/QboprkPN7nb 7+B+3cbfLWjxzfMKVx3KDTpB0L3zLmo0LshIg3sLA/+usob5HbaTcUT Z6SeUlK7Mdzp5T45XG5vFu/LFwd7Wxtcbmz9+0bh7T16jX4FP0fUmGvw l3MWjYRv2UMkp/AK/wm9rv6/9sfbn2l8J6+VLUuYTOPdZ++c/qhWycg= =</latexit><latexit sha1_base64="ZAGq/v 5IH00MB1u60zzwWfH2fjE=">AAAYJXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC VAgio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5dhLYjkFSa4kWRTIkpUZRdOy91/YX9Nf0 VBToqdf6X3RmuKRoyuRqWQm2docz3zw4Ozu7VuA6Udxq/X3p8ltvv/P ue1eurlx7/4MPP1q9/vF+5I9CW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObR c8dQabNPzp2MRRo7vPYkngTgamj3POXFsM0bS/vbx1PFmx6uN1kaLP8b iYFMOGiA/bf/6tZ/hELrggw0jGIIAD2Icu2BChN8D2IQWBEg7ginSQhw 5/FzADFZQdoRcAjlMpA7wfw9nB5Lq4ZwwI5a2UYuLfyFKGnADZXzkC3 FM2gx+PmJkopZhTxmTbJvgryWxhkiNoY9UlVzKuawc+RLDCXzFPjjoU8 AU8s6WKCOOCllu5LyKESFAGo27+DzEsc2SaZwNlonYd4qtyc//ZU6i0t yWvCM4YytXUN/yX+I2YIdtGiOSm9Poox3kv4fWCcZO+e+xLYZ8ZmAsB FqQxMjD8U8F6SnSE54ZZ8wRU8juiGMhsjhP4Q3iNZDHQI6Q5Xsym2aV+ BZzq/EPOZtS1FTXmyXwB4y+VQudRlvaPg04f9U6k9hOWdssi8WUdc6UW oZsyQHcUWiZo5IWws5rvpNpqsoRA1eKzxl/iLkfYdYbiggEnDV5L1PJJ s7W2d9XOE9WpVBGNChB08cpQ7qpiWVlSGmE69sUw+vSaLVKopW8rx/k +7nPtX6Ao4grFNWjaq1eQaO3hJaXmF8WWqWuGkV/WtpRGRUQNrURegWE njaCKCCIkhjloxTlVgvtGhHHy8GRl1tXQ9aW7gFDpIS8RyV7REI3M7lq K8e8957PnoSm5+34grWR0FR5Md8d837RbkQ76xn7QbmjyslTnJ+34BR uMU3Pk4uQBohUjpb48x3v10OOeWpxxGsqwGp6hs/m1CoLni9R/5/DcVa VX2RVv4n89Fzw+7/FdaCPWqtqwLdID2QXYuZybYwzdwlrBXLW3YGLO2O ZjfvSPloXkWL3SPM5GZPclCl6WZBmcx4lqIEyWEAZlKDcqMTpME5HW67 Ncm1Nqzsy+1ObO9p+twsI7RKEkPOlDEVwN63OLYtPEd2s/6dZujpUnd Boyfzt8zjv0xy/LG8fsUzIpyPVOkp0zc55nuI8lmcGM1sDVUh+VomLOI /+R30dw8OFXH5YY0XsLqDs1kB5sIDyoPRNJL63kUYnSUfzvUTcjajzg3 bqHlOoMr+WNU7Xswh59bW9qq1tUkPbpLa2pH/W1fd5bX1D3q919d2ur W9WQJuvvG3WaV7Qy9Ev9Qt9vi3Ic/haq97MrfuL/TQ1/THxtxrvBdA9k andG+8obd2pqKodjm8fOW9jBRLYL8eKnsDNtLmSv6mwMMwkwkzburShX MpRROwwG1v4ncL32jkmmHOZnE7HNvdx53fDKg1tRPLlHYSujjb3oKSp rOOs8uxlTmdT9gYnmeXrS3RsfT4/JzOT32FCqT6J+zDLRotdRFPZQVi8 x5YjrEuEqk6tJ0/d8wjk4xvl4qCyJs71v6k8nUqm8ET2wdXyVGm6XHfm tjzOvdXqCmjzLSrt6TbrPYTPkKvLnUaPUct36PuceXSa/QboprkPN7nb 7+B+3cbfLWjxzfMKVx3KDTpB0L3zLmo0LshIg3sLA/+usob5HbaTcUT Z6SeUlK7Mdzp5T45XG5vFu/LFwd7Wxtcbmz9+0bh7T16jX4FP0fUmGvw l3MWjYRv2UMkp/AK/wm9rv6/9sfbn2l8J6+VLUuYTOPdZ++c/qhWycg= =</latexit><latexit sha1_base64="ZAGq/v 5IH00MB1u60zzwWfH2fjE=">AAAYJXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC VAgio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5dhLYjkFSa4kWRTIkpUZRdOy91/YX9Nf0 VBToqdf6X3RmuKRoyuRqWQm2docz3zw4Ozu7VuA6Udxq/X3p8ltvv/P ue1eurlx7/4MPP1q9/vF+5I9CW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObR c8dQabNPzp2MRRo7vPYkngTgamj3POXFsM0bS/vbx1PFmx6uN1kaLP8b iYFMOGiA/bf/6tZ/hELrggw0jGIIAD2Icu2BChN8D2IQWBEg7ginSQhw 5/FzADFZQdoRcAjlMpA7wfw9nB5Lq4ZwwI5a2UYuLfyFKGnADZXzkC3 FM2gx+PmJkopZhTxmTbJvgryWxhkiNoY9UlVzKuawc+RLDCXzFPjjoU8 AU8s6WKCOOCllu5LyKESFAGo27+DzEsc2SaZwNlonYd4qtyc//ZU6i0t yWvCM4YytXUN/yX+I2YIdtGiOSm9Poox3kv4fWCcZO+e+xLYZ8ZmAsB FqQxMjD8U8F6SnSE54ZZ8wRU8juiGMhsjhP4Q3iNZDHQI6Q5Xsym2aV+ BZzq/EPOZtS1FTXmyXwB4y+VQudRlvaPg04f9U6k9hOWdssi8WUdc6UW oZsyQHcUWiZo5IWws5rvpNpqsoRA1eKzxl/iLkfYdYbiggEnDV5L1PJJ s7W2d9XOE9WpVBGNChB08cpQ7qpiWVlSGmE69sUw+vSaLVKopW8rx/k +7nPtX6Ao4grFNWjaq1eQaO3hJaXmF8WWqWuGkV/WtpRGRUQNrURegWE njaCKCCIkhjloxTlVgvtGhHHy8GRl1tXQ9aW7gFDpIS8RyV7REI3M7lq K8e8957PnoSm5+34grWR0FR5Md8d837RbkQ76xn7QbmjyslTnJ+34BR uMU3Pk4uQBohUjpb48x3v10OOeWpxxGsqwGp6hs/m1CoLni9R/5/DcVa VX2RVv4n89Fzw+7/FdaCPWqtqwLdID2QXYuZybYwzdwlrBXLW3YGLO2O ZjfvSPloXkWL3SPM5GZPclCl6WZBmcx4lqIEyWEAZlKDcqMTpME5HW67 Ncm1Nqzsy+1ObO9p+twsI7RKEkPOlDEVwN63OLYtPEd2s/6dZujpUnd Boyfzt8zjv0xy/LG8fsUzIpyPVOkp0zc55nuI8lmcGM1sDVUh+VomLOI /+R30dw8OFXH5YY0XsLqDs1kB5sIDyoPRNJL63kUYnSUfzvUTcjajzg3 bqHlOoMr+WNU7Xswh59bW9qq1tUkPbpLa2pH/W1fd5bX1D3q919d2ur W9WQJuvvG3WaV7Qy9Ev9Qt9vi3Ic/haq97MrfuL/TQ1/THxtxrvBdA9k andG+8obd2pqKodjm8fOW9jBRLYL8eKnsDNtLmSv6mwMMwkwkzburShX MpRROwwG1v4ncL32jkmmHOZnE7HNvdx53fDKg1tRPLlHYSujjb3oKSp rOOs8uxlTmdT9gYnmeXrS3RsfT4/JzOT32FCqT6J+zDLRotdRFPZQVi8 x5YjrEuEqk6tJ0/d8wjk4xvl4qCyJs71v6k8nUqm8ET2wdXyVGm6XHfm tjzOvdXqCmjzLSrt6TbrPYTPkKvLnUaPUct36PuceXSa/QboprkPN7nb 7+B+3cbfLWjxzfMKVx3KDTpB0L3zLmo0LshIg3sLA/+usob5HbaTcUT Z6SeUlK7Mdzp5T45XG5vFu/LFwd7Wxtcbmz9+0bh7T16jX4FP0fUmGvw l3MWjYRv2UMkp/AK/wm9rv6/9sfbn2l8J6+VLUuYTOPdZ++c/qhWycg= =</latexit><latexit sha1_base64="ZAGq/v 5IH00MB1u60zzwWfH2fjE=">AAAYJXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC VAgio4khOwXa3tIYDdo0cVQ5dhLYjkFSa4kWRTIkpUZRdOy91/YX9Nf0 VBToqdf6X3RmuKRoyuRqWQm2docz3zw4Ozu7VuA6Udxq/X3p8ltvv/P ue1eurlx7/4MPP1q9/vF+5I9CW+zZvuuHzywzEq7jib3YiV3xLAiFObR c8dQabNPzp2MRRo7vPYkngTgamj3POXFsM0bS/vbx1PFmx6uN1kaLP8b iYFMOGiA/bf/6tZ/hELrggw0jGIIAD2Icu2BChN8D2IQWBEg7ginSQhw 5/FzADFZQdoRcAjlMpA7wfw9nB5Lq4ZwwI5a2UYuLfyFKGnADZXzkC3 FM2gx+PmJkopZhTxmTbJvgryWxhkiNoY9UlVzKuawc+RLDCXzFPjjoU8 AU8s6WKCOOCllu5LyKESFAGo27+DzEsc2SaZwNlonYd4qtyc//ZU6i0t yWvCM4YytXUN/yX+I2YIdtGiOSm9Poox3kv4fWCcZO+e+xLYZ8ZmAsB FqQxMjD8U8F6SnSE54ZZ8wRU8juiGMhsjhP4Q3iNZDHQI6Q5Xsym2aV+ BZzq/EPOZtS1FTXmyXwB4y+VQudRlvaPg04f9U6k9hOWdssi8WUdc6UW oZsyQHcUWiZo5IWws5rvpNpqsoRA1eKzxl/iLkfYdYbiggEnDV5L1PJJ s7W2d9XOE9WpVBGNChB08cpQ7qpiWVlSGmE69sUw+vSaLVKopW8rx/k +7nPtX6Ao4grFNWjaq1eQaO3hJaXmF8WWqWuGkV/WtpRGRUQNrURegWE njaCKCCIkhjloxTlVgvtGhHHy8GRl1tXQ9aW7gFDpIS8RyV7REI3M7lq K8e8957PnoSm5+34grWR0FR5Md8d837RbkQ76xn7QbmjyslTnJ+34BR uMU3Pk4uQBohUjpb48x3v10OOeWpxxGsqwGp6hs/m1CoLni9R/5/DcVa VX2RVv4n89Fzw+7/FdaCPWqtqwLdID2QXYuZybYwzdwlrBXLW3YGLO2O ZjfvSPloXkWL3SPM5GZPclCl6WZBmcx4lqIEyWEAZlKDcqMTpME5HW67 Ncm1Nqzsy+1ObO9p+twsI7RKEkPOlDEVwN63OLYtPEd2s/6dZujpUnd Boyfzt8zjv0xy/LG8fsUzIpyPVOkp0zc55nuI8lmcGM1sDVUh+VomLOI /+R30dw8OFXH5YY0XsLqDs1kB5sIDyoPRNJL63kUYnSUfzvUTcjajzg3 bqHlOoMr+WNU7Xswh59bW9qq1tUkPbpLa2pH/W1fd5bX1D3q919d2ur W9WQJuvvG3WaV7Qy9Ev9Qt9vi3Ic/haq97MrfuL/TQ1/THxtxrvBdA9k andG+8obd2pqKodjm8fOW9jBRLYL8eKnsDNtLmSv6mwMMwkwkzburShX MpRROwwG1v4ncL32jkmmHOZnE7HNvdx53fDKg1tRPLlHYSujjb3oKSp rOOs8uxlTmdT9gYnmeXrS3RsfT4/JzOT32FCqT6J+zDLRotdRFPZQVi8 x5YjrEuEqk6tJ0/d8wjk4xvl4qCyJs71v6k8nUqm8ET2wdXyVGm6XHfm tjzOvdXqCmjzLSrt6TbrPYTPkKvLnUaPUct36PuceXSa/QboprkPN7nb 7+B+3cbfLWjxzfMKVx3KDTpB0L3zLmo0LshIg3sLA/+usob5HbaTcUT Z6SeUlK7Mdzp5T45XG5vFu/LFwd7Wxtcbmz9+0bh7T16jX4FP0fUmGvw l3MWjYRv2UMkp/AK/wm9rv6/9sfbn2l8J6+VLUuYTOPdZ++c/qhWycg= =</latexit>
Cout
<latexit sha1_base64="6u+SFl b96vERFg0OCtNoVE9hDSg=">AAAYJnicpVjNbttGEJ6kf4nTHyc96NAL USOIjCaG7BRIe0tjNGjTxFHlOE5gOQZJrSVGFMmQlBpH0bEP0Gv7BH2a noqitx7rt+jMcEnRlMnVshJs7Q5nvvnh7OzsWoHrRHGr9feFi++8+97 7H1y6vHLlw48+/mT16rWnkT8ObbFn+64fPrPMSLiOJ/ZiJ3bFsyAU5sh yxb413Kbn+xMRRo7vPYlPAnE4Mvuec+zYZoyk/e2jqT+OZ0era62NFn+ MxcGmHKyB/LT9q1d+hi70wAcbxjACAR7EOHbBhAi/B7AJLQiQdghTpIU 4cvi5gBmsoOwYuQRymEgd4v8+zg4k1cM5YUYsbaMWF/9ClDTgOsr4yB fimLQZ/HzMyEQtw54yJtl2gr+WxBohNYYBUlVyKeeycuRLDMfwFfvgoE 8BU8g7W6KMOSpkuZHzKkaEAGk07uHzEMc2S6ZxNlgmYt8ptiY//5c5iU pzW/KO4ZStXEF9y3+J24AdtmmCSG5Oo492kP8eWicYO+W/x7YY8pmBs RBoQRIjD8c/FaSnSE94Zpwxh0whuyOOhcjiPIW3iLeGPAZyhCzfl9k0q 8S3mFuN3+VsSlFTXW+XwB8y+lYtdBptafs05PxV60xiO2VtsywWU9Y5U 2oZsSUHcFuhZY5KWgg7r/l2pqkqRwxcKT5nfBdzP8KsNxQRCDhr8l6mk k2crbO/r3GerEqhjGhQgqaPU4Z0QxPLypDSCNe3KYY3pdFqlUQreV8/ yPdzn2v9EEcRVyiqR9VavYJGbwktrzC/LLRKXTWK/rS0ozIuIGxqI/QL CH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy 1VZOeO89mz0JTc/byTlrI6Gp8mK+O+b9ot2IdtZT9oNyR5WTL3F+1oK XcJNpep6chzREpHK0xJ/veL8eccxTiyNeUwFW01N8NqdWWfB8ifr/HI6 yqvwiq/pN5Kfngt//Ta4DA9RaVQO+RXoguxAzl2sTnLlLWCuQs+4OXNw Zy2x8Ku2jdREpdo80n5MxyU2ZopcFaTbnUYIaKMMFlGEJyvVKnA7jdLT l2izX1rS6I7M/tbmj7Xe7gNAuQQg5X8pQBHfT6tyy+BTRy/p/mqWrQ9 UJjZfM3wGP8z7N8cvy9hHLhHw6Uq2jRNfsjOcpzmN5ZjCzNVCF5GeVuI jz6H/U1wk8XMjlhzVWxO4Cym4NlAcLKA9K30TiextpdJJ0NN9LxN2IOj 9op+4zhSrzG1njdD2LkFdf2+va2k5qaDuprS3pn3X1fVFb34j3a119t 2rrmxXQ5itvm3Wa5/Ry9Ev9woBvC/IcvtaqN3Pr/nw/TU1/TPytxnsBd E9kavfGO0pbdyqqaofjO0DOW1iBBPbLsaIncDNtruRvKiwMM4kw07Yub SiXchQR62ZjC79T+F47xwRzLpPT6djmPu7sbliloY1IvryD0NXR5h6U NJV1nFWevcrpbMre4DizfH2Jjm3A5+dkZvI7TCjVJ3EfZtlosYtoKjsI i/fYcoR1iVDVqfXlqXsegXx8o1wcVNbEuf43ladTyRSeyD64Wp4qTY/r ztyWx7m3Wl0Bbb5FpT3dZr1d+By5etxp9Bm1fIe+z5lHp9lvgG6aB3CD u/0O7tdt/N2CFt88r3DVodygEwTdO++iRuOcjDS4tzDw7zJrmN9hOxl HlJ1+QknpyXynk/fJ0eraZvGufHGwt7Xx9cbmj1+u3b0nr9EvwWfoehM NvgN38WjYhj2+YvkFfoXfGr83/mj82fgrYb14Qcp8Cmc+jX/+A94zsv0 =</latexit><latexit sha1_base64="6u+SFl b96vERFg0OCtNoVE9hDSg=">AAAYJnicpVjNbttGEJ6kf4nTHyc96NAL USOIjCaG7BRIe0tjNGjTxFHlOE5gOQZJrSVGFMmQlBpH0bEP0Gv7BH2a noqitx7rt+jMcEnRlMnVshJs7Q5nvvnh7OzsWoHrRHGr9feFi++8+97 7H1y6vHLlw48+/mT16rWnkT8ObbFn+64fPrPMSLiOJ/ZiJ3bFsyAU5sh yxb413Kbn+xMRRo7vPYlPAnE4Mvuec+zYZoyk/e2jqT+OZ0era62NFn+ MxcGmHKyB/LT9q1d+hi70wAcbxjACAR7EOHbBhAi/B7AJLQiQdghTpIU 4cvi5gBmsoOwYuQRymEgd4v8+zg4k1cM5YUYsbaMWF/9ClDTgOsr4yB fimLQZ/HzMyEQtw54yJtl2gr+WxBohNYYBUlVyKeeycuRLDMfwFfvgoE 8BU8g7W6KMOSpkuZHzKkaEAGk07uHzEMc2S6ZxNlgmYt8ptiY//5c5iU pzW/KO4ZStXEF9y3+J24AdtmmCSG5Oo492kP8eWicYO+W/x7YY8pmBs RBoQRIjD8c/FaSnSE94Zpwxh0whuyOOhcjiPIW3iLeGPAZyhCzfl9k0q 8S3mFuN3+VsSlFTXW+XwB8y+lYtdBptafs05PxV60xiO2VtsywWU9Y5U 2oZsSUHcFuhZY5KWgg7r/l2pqkqRwxcKT5nfBdzP8KsNxQRCDhr8l6mk k2crbO/r3GerEqhjGhQgqaPU4Z0QxPLypDSCNe3KYY3pdFqlUQreV8/ yPdzn2v9EEcRVyiqR9VavYJGbwktrzC/LLRKXTWK/rS0ozIuIGxqI/QL CH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy 1VZOeO89mz0JTc/byTlrI6Gp8mK+O+b9ot2IdtZT9oNyR5WTL3F+1oK XcJNpep6chzREpHK0xJ/veL8eccxTiyNeUwFW01N8NqdWWfB8ifr/HI6 yqvwiq/pN5Kfngt//Ta4DA9RaVQO+RXoguxAzl2sTnLlLWCuQs+4OXNw Zy2x8Ku2jdREpdo80n5MxyU2ZopcFaTbnUYIaKMMFlGEJyvVKnA7jdLT l2izX1rS6I7M/tbmj7Xe7gNAuQQg5X8pQBHfT6tyy+BTRy/p/mqWrQ9 UJjZfM3wGP8z7N8cvy9hHLhHw6Uq2jRNfsjOcpzmN5ZjCzNVCF5GeVuI jz6H/U1wk8XMjlhzVWxO4Cym4NlAcLKA9K30TiextpdJJ0NN9LxN2IOj 9op+4zhSrzG1njdD2LkFdf2+va2k5qaDuprS3pn3X1fVFb34j3a119t 2rrmxXQ5itvm3Wa5/Ry9Ev9woBvC/IcvtaqN3Pr/nw/TU1/TPytxnsBd E9kavfGO0pbdyqqaofjO0DOW1iBBPbLsaIncDNtruRvKiwMM4kw07Yub SiXchQR62ZjC79T+F47xwRzLpPT6djmPu7sbliloY1IvryD0NXR5h6U NJV1nFWevcrpbMre4DizfH2Jjm3A5+dkZvI7TCjVJ3EfZtlosYtoKjsI i/fYcoR1iVDVqfXlqXsegXx8o1wcVNbEuf43ladTyRSeyD64Wp4qTY/r ztyWx7m3Wl0Bbb5FpT3dZr1d+By5etxp9Bm1fIe+z5lHp9lvgG6aB3CD u/0O7tdt/N2CFt88r3DVodygEwTdO++iRuOcjDS4tzDw7zJrmN9hOxl HlJ1+QknpyXynk/fJ0eraZvGufHGwt7Xx9cbmj1+u3b0nr9EvwWfoehM NvgN38WjYhj2+YvkFfoXfGr83/mj82fgrYb14Qcp8Cmc+jX/+A94zsv0 =</latexit><latexit sha1_base64="6u+SFl b96vERFg0OCtNoVE9hDSg=">AAAYJnicpVjNbttGEJ6kf4nTHyc96NAL USOIjCaG7BRIe0tjNGjTxFHlOE5gOQZJrSVGFMmQlBpH0bEP0Gv7BH2a noqitx7rt+jMcEnRlMnVshJs7Q5nvvnh7OzsWoHrRHGr9feFi++8+97 7H1y6vHLlw48+/mT16rWnkT8ObbFn+64fPrPMSLiOJ/ZiJ3bFsyAU5sh yxb413Kbn+xMRRo7vPYlPAnE4Mvuec+zYZoyk/e2jqT+OZ0era62NFn+ MxcGmHKyB/LT9q1d+hi70wAcbxjACAR7EOHbBhAi/B7AJLQiQdghTpIU 4cvi5gBmsoOwYuQRymEgd4v8+zg4k1cM5YUYsbaMWF/9ClDTgOsr4yB fimLQZ/HzMyEQtw54yJtl2gr+WxBohNYYBUlVyKeeycuRLDMfwFfvgoE 8BU8g7W6KMOSpkuZHzKkaEAGk07uHzEMc2S6ZxNlgmYt8ptiY//5c5iU pzW/KO4ZStXEF9y3+J24AdtmmCSG5Oo492kP8eWicYO+W/x7YY8pmBs RBoQRIjD8c/FaSnSE94Zpwxh0whuyOOhcjiPIW3iLeGPAZyhCzfl9k0q 8S3mFuN3+VsSlFTXW+XwB8y+lYtdBptafs05PxV60xiO2VtsywWU9Y5U 2oZsSUHcFuhZY5KWgg7r/l2pqkqRwxcKT5nfBdzP8KsNxQRCDhr8l6mk k2crbO/r3GerEqhjGhQgqaPU4Z0QxPLypDSCNe3KYY3pdFqlUQreV8/ yPdzn2v9EEcRVyiqR9VavYJGbwktrzC/LLRKXTWK/rS0ozIuIGxqI/QL CH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy 1VZOeO89mz0JTc/byTlrI6Gp8mK+O+b9ot2IdtZT9oNyR5WTL3F+1oK XcJNpep6chzREpHK0xJ/veL8eccxTiyNeUwFW01N8NqdWWfB8ifr/HI6 yqvwiq/pN5Kfngt//Ta4DA9RaVQO+RXoguxAzl2sTnLlLWCuQs+4OXNw Zy2x8Ku2jdREpdo80n5MxyU2ZopcFaTbnUYIaKMMFlGEJyvVKnA7jdLT l2izX1rS6I7M/tbmj7Xe7gNAuQQg5X8pQBHfT6tyy+BTRy/p/mqWrQ9 UJjZfM3wGP8z7N8cvy9hHLhHw6Uq2jRNfsjOcpzmN5ZjCzNVCF5GeVuI jz6H/U1wk8XMjlhzVWxO4Cym4NlAcLKA9K30TiextpdJJ0NN9LxN2IOj 9op+4zhSrzG1njdD2LkFdf2+va2k5qaDuprS3pn3X1fVFb34j3a119t 2rrmxXQ5itvm3Wa5/Ry9Ev9woBvC/IcvtaqN3Pr/nw/TU1/TPytxnsBd E9kavfGO0pbdyqqaofjO0DOW1iBBPbLsaIncDNtruRvKiwMM4kw07Yub SiXchQR62ZjC79T+F47xwRzLpPT6djmPu7sbliloY1IvryD0NXR5h6U NJV1nFWevcrpbMre4DizfH2Jjm3A5+dkZvI7TCjVJ3EfZtlosYtoKjsI i/fYcoR1iVDVqfXlqXsegXx8o1wcVNbEuf43ladTyRSeyD64Wp4qTY/r ztyWx7m3Wl0Bbb5FpT3dZr1d+By5etxp9Bm1fIe+z5lHp9lvgG6aB3CD u/0O7tdt/N2CFt88r3DVodygEwTdO++iRuOcjDS4tzDw7zJrmN9hOxl HlJ1+QknpyXynk/fJ0eraZvGufHGwt7Xx9cbmj1+u3b0nr9EvwWfoehM NvgN38WjYhj2+YvkFfoXfGr83/mj82fgrYb14Qcp8Cmc+jX/+A94zsv0 =</latexit><latexit sha1_base64="6u+SFl b96vERFg0OCtNoVE9hDSg=">AAAYJnicpVjNbttGEJ6kf4nTHyc96NAL USOIjCaG7BRIe0tjNGjTxFHlOE5gOQZJrSVGFMmQlBpH0bEP0Gv7BH2a noqitx7rt+jMcEnRlMnVshJs7Q5nvvnh7OzsWoHrRHGr9feFi++8+97 7H1y6vHLlw48+/mT16rWnkT8ObbFn+64fPrPMSLiOJ/ZiJ3bFsyAU5sh yxb413Kbn+xMRRo7vPYlPAnE4Mvuec+zYZoyk/e2jqT+OZ0era62NFn+ MxcGmHKyB/LT9q1d+hi70wAcbxjACAR7EOHbBhAi/B7AJLQiQdghTpIU 4cvi5gBmsoOwYuQRymEgd4v8+zg4k1cM5YUYsbaMWF/9ClDTgOsr4yB fimLQZ/HzMyEQtw54yJtl2gr+WxBohNYYBUlVyKeeycuRLDMfwFfvgoE 8BU8g7W6KMOSpkuZHzKkaEAGk07uHzEMc2S6ZxNlgmYt8ptiY//5c5iU pzW/KO4ZStXEF9y3+J24AdtmmCSG5Oo492kP8eWicYO+W/x7YY8pmBs RBoQRIjD8c/FaSnSE94Zpwxh0whuyOOhcjiPIW3iLeGPAZyhCzfl9k0q 8S3mFuN3+VsSlFTXW+XwB8y+lYtdBptafs05PxV60xiO2VtsywWU9Y5U 2oZsSUHcFuhZY5KWgg7r/l2pqkqRwxcKT5nfBdzP8KsNxQRCDhr8l6mk k2crbO/r3GerEqhjGhQgqaPU4Z0QxPLypDSCNe3KYY3pdFqlUQreV8/ yPdzn2v9EEcRVyiqR9VavYJGbwktrzC/LLRKXTWK/rS0ozIuIGxqI/QL CH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy 1VZOeO89mz0JTc/byTlrI6Gp8mK+O+b9ot2IdtZT9oNyR5WTL3F+1oK XcJNpep6chzREpHK0xJ/veL8eccxTiyNeUwFW01N8NqdWWfB8ifr/HI6 yqvwiq/pN5Kfngt//Ta4DA9RaVQO+RXoguxAzl2sTnLlLWCuQs+4OXNw Zy2x8Ku2jdREpdo80n5MxyU2ZopcFaTbnUYIaKMMFlGEJyvVKnA7jdLT l2izX1rS6I7M/tbmj7Xe7gNAuQQg5X8pQBHfT6tyy+BTRy/p/mqWrQ9 UJjZfM3wGP8z7N8cvy9hHLhHw6Uq2jRNfsjOcpzmN5ZjCzNVCF5GeVuI jz6H/U1wk8XMjlhzVWxO4Cym4NlAcLKA9K30TiextpdJJ0NN9LxN2IOj 9op+4zhSrzG1njdD2LkFdf2+va2k5qaDuprS3pn3X1fVFb34j3a119t 2rrmxXQ5itvm3Wa5/Ry9Ev9woBvC/IcvtaqN3Pr/nw/TU1/TPytxnsBd E9kavfGO0pbdyqqaofjO0DOW1iBBPbLsaIncDNtruRvKiwMM4kw07Yub SiXchQR62ZjC79T+F47xwRzLpPT6djmPu7sbliloY1IvryD0NXR5h6U NJV1nFWevcrpbMre4DizfH2Jjm3A5+dkZvI7TCjVJ3EfZtlosYtoKjsI i/fYcoR1iVDVqfXlqXsegXx8o1wcVNbEuf43ladTyRSeyD64Wp4qTY/r ztyWx7m3Wl0Bbb5FpT3dZr1d+By5etxp9Bm1fIe+z5lHp9lvgG6aB3CD u/0O7tdt/N2CFt88r3DVodygEwTdO++iRuOcjDS4tzDw7zJrmN9hOxl HlJ1+QknpyXynk/fJ0eraZvGufHGwt7Xx9cbmj1+u3b0nr9EvwWfoehM NvgN38WjYhj2+YvkFfoXfGr83/mj82fgrYb14Qcp8Cmc+jX/+A94zsv0 =</latexit>
 x
<latexit sha1_base64="9/Tpb+malWIDpHWopeO45+NFHo8=">AAAY JXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRC1Agio4khOQXa3tIEDdo0cVQ5dhJYjkFSa4kWJTIkpdpRdOy91/YX9Nf0VBToqdf6X3RmuKRoSuRqWQm2docz 3zw4Ozu7lu86YdRo/H3p8ltvv/Pue1eurl17/4MPP1q//vF+6I0DW+zZnusFzy0zFK4zEnuRE7niuR8Ic2i54pk1uE/Pn01EEDre6Gl05ovDodk bOceObUZI2u/4fefo9Gh9o7HV4I+xOGjKwQbIT8u7fu1n6EAXPLBhDEMQMIIIxy6YEOL3AJrQAB9phzBFWoAjh58LmMEayo6RSyCHidQB/u/h7E BSRzgnzJClbdTi4l+AkgbcQBkP+QIckzaDn48ZmahF2FPGJNvO8NeSWEOkRtBHqkou4VxVjnyJ4Bi+Yh8c9MlnCnlnS5QxR4UsNzJeRYjgI43GXX we4NhmySTOBsuE7DvF1uTn/zInUWluS94xnLOVa6hv9S9xG7DDNk0Qyc1o9NAO8n+E1gnGTvjvsS2GfGZgLARaEMdohOOfctJTpMc8M86YQ6aQ3 SHHQqRxnsIbxNtAHgM5ApbvyWyaleJbzK3G73A2JaiJrjcr4A8YfbsSOo22tX0acP6qdcaxnbK2WRqLKeucKbUM2ZIDuKPQMkclLYSd1Xwn1VSWI wauFI8zvoO5H2LWG4oI+Jw1WS8TyTrONtnfU5zHq1IoI+oXoOnjFCHd1MSyUqQkwtVtiuB1YbQaBdGK39cP8v084Fo/wFHIFYrqUbnWUU7jaAUt rzC/LLRKXTXy/jS0ozLOITS1EXo5hJ42gsghiIIYZaMUZlYL7Rohx8vB0SizroasLdkDhkgJeI+K94iYbqZy5VZOeO+9mD0xTc/byZK1EdNUeTHf HbN+0W5EO+s5+0G5o8rJE5xftOAEbjFNz5NlSANEKkaL/fmO9+shxzyxOOQ15WM1Pcdnc2qZBS9WqP8v4Cityi/Tql9Hfnou+P3f4jrQR61lNeB bpPuyCzEzuTbBmbuCtQI5q+7A+Z2xyMZ9aR+ti1CxeyT5HI9JbsoUvSxIsjmL4ldAGSygDApQbpTitBmnrS3XYrmWptVtmf2JzW1tv1s5hFYBQs D5UoQiuJtW55bFp4hu2v/TLFkdqk5ovGL+9nmc9WmOX5S3j1km4NORah3FumYXPE9wnsgzg5mugTIkL63EeZzH/6O+TuDRQi4/qrAidhdQdiugPF xAeVj4JmLfW0ijk6Sj+V5C7kbU+UE7dY8pVJlfyxqn61mIvPraTitrO6ug7ayytrh/1tX3eWV9Q96vdfXdrqxvlkObr7z7rNNc0svRL/ULfb4ty HJ4WqvezKz75X6amv6Y+FuO9xLonsjU7o13lLbulFTVNse3j5y3sQIJ7JcjRU/gptpcyV9XWBikEkGqbVPaUCzlKCLWSccWfqfwvXaOCeZcJaeTs c193MXdsExDC5E8eQehq6PFPShpKuo4yzx7ldFZl73BcWr55godW5/Pz/HM5HcYU8pP4h7M0tFiF1FXdhAW77HFCJsSoaxT68lT9zwC2fiGmTio rIky/W8iT6eSKTyVfXC5PFWaLteduS1PMm+1vALafItKe7rNejvwGXJ1udPoMWrxDv2AM49Os98A3TT34SZ3+23cr1v4uw0Nvnle46pDuUEnCLp 33kWNxpKMNLi3MPDvKmuY32E7KUeYnn4CSenKfKeT99nR+kYzf1e+ONjb3vp6q/njFxt378lr9CvwKbpeR4O/hLt4NGzBHio5gV/gV/it9nvtj9q ftb9i1suXpMwncOFT++c/8cKydQ==</latexit><latexit sha1_base64="9/Tpb+malWIDpHWopeO45+NFHo8=">AAAY JXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRC1Agio4khOQXa3tIEDdo0cVQ5dhJYjkFSa4kWJTIkpdpRdOy91/YX9Nf0VBToqdf6X3RmuKRoSuRqWQm2docz 3zw4Ozu7lu86YdRo/H3p8ltvv/Pue1eurl17/4MPP1q//vF+6I0DW+zZnusFzy0zFK4zEnuRE7niuR8Ic2i54pk1uE/Pn01EEDre6Gl05ovDodk bOceObUZI2u/4fefo9Gh9o7HV4I+xOGjKwQbIT8u7fu1n6EAXPLBhDEMQMIIIxy6YEOL3AJrQAB9phzBFWoAjh58LmMEayo6RSyCHidQB/u/h7E BSRzgnzJClbdTi4l+AkgbcQBkP+QIckzaDn48ZmahF2FPGJNvO8NeSWEOkRtBHqkou4VxVjnyJ4Bi+Yh8c9MlnCnlnS5QxR4UsNzJeRYjgI43GXX we4NhmySTOBsuE7DvF1uTn/zInUWluS94xnLOVa6hv9S9xG7DDNk0Qyc1o9NAO8n+E1gnGTvjvsS2GfGZgLARaEMdohOOfctJTpMc8M86YQ6aQ3 SHHQqRxnsIbxNtAHgM5ApbvyWyaleJbzK3G73A2JaiJrjcr4A8YfbsSOo22tX0acP6qdcaxnbK2WRqLKeucKbUM2ZIDuKPQMkclLYSd1Xwn1VSWI wauFI8zvoO5H2LWG4oI+Jw1WS8TyTrONtnfU5zHq1IoI+oXoOnjFCHd1MSyUqQkwtVtiuB1YbQaBdGK39cP8v084Fo/wFHIFYrqUbnWUU7jaAUt rzC/LLRKXTXy/jS0ozLOITS1EXo5hJ42gsghiIIYZaMUZlYL7Rohx8vB0SizroasLdkDhkgJeI+K94iYbqZy5VZOeO+9mD0xTc/byZK1EdNUeTHf HbN+0W5EO+s5+0G5o8rJE5xftOAEbjFNz5NlSANEKkaL/fmO9+shxzyxOOQ15WM1Pcdnc2qZBS9WqP8v4Cityi/Tql9Hfnou+P3f4jrQR61lNeB bpPuyCzEzuTbBmbuCtQI5q+7A+Z2xyMZ9aR+ti1CxeyT5HI9JbsoUvSxIsjmL4ldAGSygDApQbpTitBmnrS3XYrmWptVtmf2JzW1tv1s5hFYBQs D5UoQiuJtW55bFp4hu2v/TLFkdqk5ovGL+9nmc9WmOX5S3j1km4NORah3FumYXPE9wnsgzg5mugTIkL63EeZzH/6O+TuDRQi4/qrAidhdQdiugPF xAeVj4JmLfW0ijk6Sj+V5C7kbU+UE7dY8pVJlfyxqn61mIvPraTitrO6ug7ayytrh/1tX3eWV9Q96vdfXdrqxvlkObr7z7rNNc0svRL/ULfb4ty HJ4WqvezKz75X6amv6Y+FuO9xLonsjU7o13lLbulFTVNse3j5y3sQIJ7JcjRU/gptpcyV9XWBikEkGqbVPaUCzlKCLWSccWfqfwvXaOCeZcJaeTs c193MXdsExDC5E8eQehq6PFPShpKuo4yzx7ldFZl73BcWr55godW5/Pz/HM5HcYU8pP4h7M0tFiF1FXdhAW77HFCJsSoaxT68lT9zwC2fiGmTio rIky/W8iT6eSKTyVfXC5PFWaLteduS1PMm+1vALafItKe7rNejvwGXJ1udPoMWrxDv2AM49Os98A3TT34SZ3+23cr1v4uw0Nvnle46pDuUEnCLp 33kWNxpKMNLi3MPDvKmuY32E7KUeYnn4CSenKfKeT99nR+kYzf1e+ONjb3vp6q/njFxt378lr9CvwKbpeR4O/hLt4NGzBHio5gV/gV/it9nvtj9q ftb9i1suXpMwncOFT++c/8cKydQ==</latexit><latexit sha1_base64="9/Tpb+malWIDpHWopeO45+NFHo8=">AAAY JXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRC1Agio4khOQXa3tIEDdo0cVQ5dhJYjkFSa4kWJTIkpdpRdOy91/YX9Nf0VBToqdf6X3RmuKRoSuRqWQm2docz 3zw4Ozu7lu86YdRo/H3p8ltvv/Pue1eurl17/4MPP1q//vF+6I0DW+zZnusFzy0zFK4zEnuRE7niuR8Ic2i54pk1uE/Pn01EEDre6Gl05ovDodk bOceObUZI2u/4fefo9Gh9o7HV4I+xOGjKwQbIT8u7fu1n6EAXPLBhDEMQMIIIxy6YEOL3AJrQAB9phzBFWoAjh58LmMEayo6RSyCHidQB/u/h7E BSRzgnzJClbdTi4l+AkgbcQBkP+QIckzaDn48ZmahF2FPGJNvO8NeSWEOkRtBHqkou4VxVjnyJ4Bi+Yh8c9MlnCnlnS5QxR4UsNzJeRYjgI43GXX we4NhmySTOBsuE7DvF1uTn/zInUWluS94xnLOVa6hv9S9xG7DDNk0Qyc1o9NAO8n+E1gnGTvjvsS2GfGZgLARaEMdohOOfctJTpMc8M86YQ6aQ3 SHHQqRxnsIbxNtAHgM5ApbvyWyaleJbzK3G73A2JaiJrjcr4A8YfbsSOo22tX0acP6qdcaxnbK2WRqLKeucKbUM2ZIDuKPQMkclLYSd1Xwn1VSWI wauFI8zvoO5H2LWG4oI+Jw1WS8TyTrONtnfU5zHq1IoI+oXoOnjFCHd1MSyUqQkwtVtiuB1YbQaBdGK39cP8v084Fo/wFHIFYrqUbnWUU7jaAUt rzC/LLRKXTXy/jS0ozLOITS1EXo5hJ42gsghiIIYZaMUZlYL7Rohx8vB0SizroasLdkDhkgJeI+K94iYbqZy5VZOeO+9mD0xTc/byZK1EdNUeTHf HbN+0W5EO+s5+0G5o8rJE5xftOAEbjFNz5NlSANEKkaL/fmO9+shxzyxOOQ15WM1Pcdnc2qZBS9WqP8v4Cityi/Tql9Hfnou+P3f4jrQR61lNeB bpPuyCzEzuTbBmbuCtQI5q+7A+Z2xyMZ9aR+ti1CxeyT5HI9JbsoUvSxIsjmL4ldAGSygDApQbpTitBmnrS3XYrmWptVtmf2JzW1tv1s5hFYBQs D5UoQiuJtW55bFp4hu2v/TLFkdqk5ovGL+9nmc9WmOX5S3j1km4NORah3FumYXPE9wnsgzg5mugTIkL63EeZzH/6O+TuDRQi4/qrAidhdQdiugPF xAeVj4JmLfW0ijk6Sj+V5C7kbU+UE7dY8pVJlfyxqn61mIvPraTitrO6ug7ayytrh/1tX3eWV9Q96vdfXdrqxvlkObr7z7rNNc0svRL/ULfb4ty HJ4WqvezKz75X6amv6Y+FuO9xLonsjU7o13lLbulFTVNse3j5y3sQIJ7JcjRU/gptpcyV9XWBikEkGqbVPaUCzlKCLWSccWfqfwvXaOCeZcJaeTs c193MXdsExDC5E8eQehq6PFPShpKuo4yzx7ldFZl73BcWr55godW5/Pz/HM5HcYU8pP4h7M0tFiF1FXdhAW77HFCJsSoaxT68lT9zwC2fiGmTio rIky/W8iT6eSKTyVfXC5PFWaLteduS1PMm+1vALafItKe7rNejvwGXJ1udPoMWrxDv2AM49Os98A3TT34SZ3+23cr1v4uw0Nvnle46pDuUEnCLp 33kWNxpKMNLi3MPDvKmuY32E7KUeYnn4CSenKfKeT99nR+kYzf1e+ONjb3vp6q/njFxt378lr9CvwKbpeR4O/hLt4NGzBHio5gV/gV/it9nvtj9q ftb9i1suXpMwncOFT++c/8cKydQ==</latexit><latexit sha1_base64="9/Tpb+malWIDpHWopeO45+NFHo8=">AAAY JXicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRC1Agio4khOQXa3tIEDdo0cVQ5dhJYjkFSa4kWJTIkpdpRdOy91/YX9Nf0VBToqdf6X3RmuKRoSuRqWQm2docz 3zw4Ozu7lu86YdRo/H3p8ltvv/Pue1eurl17/4MPP1q//vF+6I0DW+zZnusFzy0zFK4zEnuRE7niuR8Ic2i54pk1uE/Pn01EEDre6Gl05ovDodk bOceObUZI2u/4fefo9Gh9o7HV4I+xOGjKwQbIT8u7fu1n6EAXPLBhDEMQMIIIxy6YEOL3AJrQAB9phzBFWoAjh58LmMEayo6RSyCHidQB/u/h7E BSRzgnzJClbdTi4l+AkgbcQBkP+QIckzaDn48ZmahF2FPGJNvO8NeSWEOkRtBHqkou4VxVjnyJ4Bi+Yh8c9MlnCnlnS5QxR4UsNzJeRYjgI43GXX we4NhmySTOBsuE7DvF1uTn/zInUWluS94xnLOVa6hv9S9xG7DDNk0Qyc1o9NAO8n+E1gnGTvjvsS2GfGZgLARaEMdohOOfctJTpMc8M86YQ6aQ3 SHHQqRxnsIbxNtAHgM5ApbvyWyaleJbzK3G73A2JaiJrjcr4A8YfbsSOo22tX0acP6qdcaxnbK2WRqLKeucKbUM2ZIDuKPQMkclLYSd1Xwn1VSWI wauFI8zvoO5H2LWG4oI+Jw1WS8TyTrONtnfU5zHq1IoI+oXoOnjFCHd1MSyUqQkwtVtiuB1YbQaBdGK39cP8v084Fo/wFHIFYrqUbnWUU7jaAUt rzC/LLRKXTXy/jS0ozLOITS1EXo5hJ42gsghiIIYZaMUZlYL7Rohx8vB0SizroasLdkDhkgJeI+K94iYbqZy5VZOeO+9mD0xTc/byZK1EdNUeTHf HbN+0W5EO+s5+0G5o8rJE5xftOAEbjFNz5NlSANEKkaL/fmO9+shxzyxOOQ15WM1Pcdnc2qZBS9WqP8v4Cityi/Tql9Hfnou+P3f4jrQR61lNeB bpPuyCzEzuTbBmbuCtQI5q+7A+Z2xyMZ9aR+ti1CxeyT5HI9JbsoUvSxIsjmL4ldAGSygDApQbpTitBmnrS3XYrmWptVtmf2JzW1tv1s5hFYBQs D5UoQiuJtW55bFp4hu2v/TLFkdqk5ovGL+9nmc9WmOX5S3j1km4NORah3FumYXPE9wnsgzg5mugTIkL63EeZzH/6O+TuDRQi4/qrAidhdQdiugPF xAeVj4JmLfW0ijk6Sj+V5C7kbU+UE7dY8pVJlfyxqn61mIvPraTitrO6ug7ayytrh/1tX3eWV9Q96vdfXdrqxvlkObr7z7rNNc0svRL/ULfb4ty HJ4WqvezKz75X6amv6Y+FuO9xLonsjU7o13lLbulFTVNse3j5y3sQIJ7JcjRU/gptpcyV9XWBikEkGqbVPaUCzlKCLWSccWfqfwvXaOCeZcJaeTs c193MXdsExDC5E8eQehq6PFPShpKuo4yzx7ldFZl73BcWr55godW5/Pz/HM5HcYU8pP4h7M0tFiF1FXdhAW77HFCJsSoaxT68lT9zwC2fiGmTio rIky/W8iT6eSKTyVfXC5PFWaLteduS1PMm+1vALafItKe7rNejvwGXJ1udPoMWrxDv2AM49Os98A3TT34SZ3+23cr1v4uw0Nvnle46pDuUEnCLp 33kWNxpKMNLi3MPDvKmuY32E7KUeYnn4CSenKfKeT99nR+kYzf1e+ONjb3vp6q/njFxt378lr9CvwKbpeR4O/hLt4NGzBHio5gV/gV/it9nvtj9q ftb9i1suXpMwncOFT++c/8cKydQ==</latexit>
 
<latexit sha1_base64="RBPBXk QigPp88fx4i0CrjM3tt8M=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVw FZJS+9gVdSG4qWBaoS2SpNMam5fJRCnFjV/gVn9M/AP9C++MKeii6IQk Z86958zce+3IcxOu6+85ZWFxaXklv1pYW9/Y3Cpu77STMI0dZjqhF8Z XtpUwzw2YyV3usasoZpZve6xjj09EvHPP4sQNg0s+iVjft0aBO3QdixP V7p0yj1vXxZKu1YxatVFVda1ilOuVIwKGXm8QMDRdrhKy1QqLb+hhgBA OUvhgCMAJe7CQ0NOFAR0RcX1MiYsJuTLO8IgCaVPKYpRhETum74h23Yw NaC88E6l26BSP3piUKg5IE1JeTFicpsp4Kp0FO897Kj3F3Sb0tzMvn1 iOG2L/0s0y/6sTtXAMUZc1uFRTJBlRnZO5pLIr4ubqj6o4OUTECTygeE zYkcpZn1WpSWTtoreWjH/ITMGKvZPlpvgUt6QBz6aozgdmWWtoxkWl1D zOJp3HHvZxSOOsoYkztGCS9S2e8YJX5Vy5Ux6UyXeqkss0u/i1lKcvq LmRqA==</latexit><latexit sha1_base64="RBPBXk QigPp88fx4i0CrjM3tt8M=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVw FZJS+9gVdSG4qWBaoS2SpNMam5fJRCnFjV/gVn9M/AP9C++MKeii6IQk Z86958zce+3IcxOu6+85ZWFxaXklv1pYW9/Y3Cpu77STMI0dZjqhF8Z XtpUwzw2YyV3usasoZpZve6xjj09EvHPP4sQNg0s+iVjft0aBO3QdixP V7p0yj1vXxZKu1YxatVFVda1ilOuVIwKGXm8QMDRdrhKy1QqLb+hhgBA OUvhgCMAJe7CQ0NOFAR0RcX1MiYsJuTLO8IgCaVPKYpRhETum74h23Yw NaC88E6l26BSP3piUKg5IE1JeTFicpsp4Kp0FO897Kj3F3Sb0tzMvn1 iOG2L/0s0y/6sTtXAMUZc1uFRTJBlRnZO5pLIr4ubqj6o4OUTECTygeE zYkcpZn1WpSWTtoreWjH/ITMGKvZPlpvgUt6QBz6aozgdmWWtoxkWl1D zOJp3HHvZxSOOsoYkztGCS9S2e8YJX5Vy5Ux6UyXeqkss0u/i1lKcvq LmRqA==</latexit><latexit sha1_base64="RBPBXk QigPp88fx4i0CrjM3tt8M=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVw FZJS+9gVdSG4qWBaoS2SpNMam5fJRCnFjV/gVn9M/AP9C++MKeii6IQk Z86958zce+3IcxOu6+85ZWFxaXklv1pYW9/Y3Cpu77STMI0dZjqhF8Z XtpUwzw2YyV3usasoZpZve6xjj09EvHPP4sQNg0s+iVjft0aBO3QdixP V7p0yj1vXxZKu1YxatVFVda1ilOuVIwKGXm8QMDRdrhKy1QqLb+hhgBA OUvhgCMAJe7CQ0NOFAR0RcX1MiYsJuTLO8IgCaVPKYpRhETum74h23Yw NaC88E6l26BSP3piUKg5IE1JeTFicpsp4Kp0FO897Kj3F3Sb0tzMvn1 iOG2L/0s0y/6sTtXAMUZc1uFRTJBlRnZO5pLIr4ubqj6o4OUTECTygeE zYkcpZn1WpSWTtoreWjH/ITMGKvZPlpvgUt6QBz6aozgdmWWtoxkWl1D zOJp3HHvZxSOOsoYkztGCS9S2e8YJX5Vy5Ux6UyXeqkss0u/i1lKcvq LmRqA==</latexit><latexit sha1_base64="RBPBXk QigPp88fx4i0CrjM3tt8M=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVw FZJS+9gVdSG4qWBaoS2SpNMam5fJRCnFjV/gVn9M/AP9C++MKeii6IQk Z86958zce+3IcxOu6+85ZWFxaXklv1pYW9/Y3Cpu77STMI0dZjqhF8Z XtpUwzw2YyV3usasoZpZve6xjj09EvHPP4sQNg0s+iVjft0aBO3QdixP V7p0yj1vXxZKu1YxatVFVda1ilOuVIwKGXm8QMDRdrhKy1QqLb+hhgBA OUvhgCMAJe7CQ0NOFAR0RcX1MiYsJuTLO8IgCaVPKYpRhETum74h23Yw NaC88E6l26BSP3piUKg5IE1JeTFicpsp4Kp0FO897Kj3F3Sb0tzMvn1 iOG2L/0s0y/6sTtXAMUZc1uFRTJBlRnZO5pLIr4ubqj6o4OUTECTygeE zYkcpZn1WpSWTtoreWjH/ITMGKvZPlpvgUt6QBz6aozgdmWWtoxkWl1D zOJp3HHvZxSOOsoYkztGCS9S2e8YJX5Vy5Ux6UyXeqkss0u/i1lKcvq LmRqA==</latexit>
EJq
<latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit>
EJq
<latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit><latexit sha1_base64="p6VB0EwLmldt+lYKfIk0/q+QtNE=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1I0URBDdVDBtoZaSTKc1Nq8mE6WUbvwCt/pj4h/oX3hnTEEtohOSnDn3njNz73Uiz02EYbzmtJnZufmF /GJhaXllda24vlFLwjRm3GKhF8YNx0645wbcEq7weCOKue07Hq87/RMZr9/xOHHD4EoMI97y7V7gdl1mC6Jqp+3R+WDcLpaMsqGWPg3MDJSQrWp YfME1OgjBkMIHRwBB2IONhJ4mTBiIiGthRFxMyFVxjjEKpE0pi1OGTWyfvj3aNTM2oL30TJSa0SkevTEpdeyQJqS8mLA8TVfxVDlL9jfvkfKUdx vS38m8fGIFboj9SzfJ/K9O1iLQxaGqwaWaIsXI6ljmkqquyJvrX6oS5BARJ3GH4jFhppSTPutKk6jaZW9tFX9TmZKVe5blpniXt6QBmz/HOQ2svf JR2bzcL1WOs0nnsYVt7NI4D1DBGaqwyPoWj3jCs3ahDbR7bfiZquUyzSa+Le3hAwdEkV4=</latexit>
 A
<latexit sha1_base64="8Oym07BCmRgnlfoa67SGesx2GpA=">AAAC yHicjVHLLgRBFD3TXmO8BkubjonEqlNNS4+dx0ZiMxKDBJHuUij6pbuaTCY2vsCWHxN/wF+4VXoSFkJ1uvvWueecqntvmEWyUIy91ayh4ZHRsfp4 Y2JyanqmOTt3UKRlzkWXp1GaH4VBISKZiK6SKhJHWS6COIzEYXizrfOHdyIvZJrsq14mTuPgMpEXkgeKoIOTzpU82zxrtpjje2se82zmsHZ71Xc pcF3f99u26zCzWqhWJ22+4gTnSMFRIoZAAkVxhAAFPcdwwZARdoo+YTlF0uQFHtAgbUksQYyA0Bv6XtLuuEIT2mvPwqg5nRLRm5PSxhJpUuLlFO vTbJMvjbNGf/PuG099tx79w8orJlThitC/dAPmf3W6FoULtE0NkmrKDKKr45VLabqib25/q0qRQ0aYjs8pn1PMjXLQZ9toClO77m1g8u+GqVG95x W3xIe+JQ14MEX796C74qw77p7X2tiqJl3HAhaxTOP0sYEddNAl62s84Rkv1q51a91bvS+qVas08/ixrMdPO6WReg==</latexit><latexit sha1_base64="8Oym07BCmRgnlfoa67SGesx2GpA=">AAAC yHicjVHLLgRBFD3TXmO8BkubjonEqlNNS4+dx0ZiMxKDBJHuUij6pbuaTCY2vsCWHxN/wF+4VXoSFkJ1uvvWueecqntvmEWyUIy91ayh4ZHRsfp4 Y2JyanqmOTt3UKRlzkWXp1GaH4VBISKZiK6SKhJHWS6COIzEYXizrfOHdyIvZJrsq14mTuPgMpEXkgeKoIOTzpU82zxrtpjje2se82zmsHZ71Xc pcF3f99u26zCzWqhWJ22+4gTnSMFRIoZAAkVxhAAFPcdwwZARdoo+YTlF0uQFHtAgbUksQYyA0Bv6XtLuuEIT2mvPwqg5nRLRm5PSxhJpUuLlFO vTbJMvjbNGf/PuG099tx79w8orJlThitC/dAPmf3W6FoULtE0NkmrKDKKr45VLabqib25/q0qRQ0aYjs8pn1PMjXLQZ9toClO77m1g8u+GqVG95x W3xIe+JQ14MEX796C74qw77p7X2tiqJl3HAhaxTOP0sYEddNAl62s84Rkv1q51a91bvS+qVas08/ixrMdPO6WReg==</latexit><latexit sha1_base64="8Oym07BCmRgnlfoa67SGesx2GpA=">AAAC yHicjVHLLgRBFD3TXmO8BkubjonEqlNNS4+dx0ZiMxKDBJHuUij6pbuaTCY2vsCWHxN/wF+4VXoSFkJ1uvvWueecqntvmEWyUIy91ayh4ZHRsfp4 Y2JyanqmOTt3UKRlzkWXp1GaH4VBISKZiK6SKhJHWS6COIzEYXizrfOHdyIvZJrsq14mTuPgMpEXkgeKoIOTzpU82zxrtpjje2se82zmsHZ71Xc pcF3f99u26zCzWqhWJ22+4gTnSMFRIoZAAkVxhAAFPcdwwZARdoo+YTlF0uQFHtAgbUksQYyA0Bv6XtLuuEIT2mvPwqg5nRLRm5PSxhJpUuLlFO vTbJMvjbNGf/PuG099tx79w8orJlThitC/dAPmf3W6FoULtE0NkmrKDKKr45VLabqib25/q0qRQ0aYjs8pn1PMjXLQZ9toClO77m1g8u+GqVG95x W3xIe+JQ14MEX796C74qw77p7X2tiqJl3HAhaxTOP0sYEddNAl62s84Rkv1q51a91bvS+qVas08/ixrMdPO6WReg==</latexit><latexit sha1_base64="8Oym07BCmRgnlfoa67SGesx2GpA=">AAAC yHicjVHLLgRBFD3TXmO8BkubjonEqlNNS4+dx0ZiMxKDBJHuUij6pbuaTCY2vsCWHxN/wF+4VXoSFkJ1uvvWueecqntvmEWyUIy91ayh4ZHRsfp4 Y2JyanqmOTt3UKRlzkWXp1GaH4VBISKZiK6SKhJHWS6COIzEYXizrfOHdyIvZJrsq14mTuPgMpEXkgeKoIOTzpU82zxrtpjje2se82zmsHZ71Xc pcF3f99u26zCzWqhWJ22+4gTnSMFRIoZAAkVxhAAFPcdwwZARdoo+YTlF0uQFHtAgbUksQYyA0Bv6XtLuuEIT2mvPwqg5nRLRm5PSxhJpUuLlFO vTbJMvjbNGf/PuG099tx79w8orJlThitC/dAPmf3W6FoULtE0NkmrKDKKr45VLabqib25/q0qRQ0aYjs8pn1PMjXLQZ9toClO77m1g8u+GqVG95x W3xIe+JQ14MEX796C74qw77p7X2tiqJl3HAhaxTOP0sYEddNAl62s84Rkv1q51a91bvS+qVas08/ixrMdPO6WReg==</latexit>
 B
<latexit sha1_base64="mKxvnydBszOzUoWW2IFTpNY2p9w=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr/quunQTLIKrMNFK6q7UjeCmgq1ClZKMo46mSUwmSilu/AK3+mPiH+hfeGdMQRdFJyS5c+45Z+beGyShzBRj7yVrYnJqeqY8 Oze/sLi0XFlZ7WRxnnLR5nEYp6eBn4lQRqKtpArFaZIKvx+E4iS43df5k3uRZjKOjtUgEed9/yqSl5L7iqDOWeta9pq9SpU5Xm23xmo2c1i9vuO 5FLiu53l123WYWVUUqxVX3nCGC8TgyNGHQARFcQgfGT1duGBICDvHkLCUImnyAo+YI21OLEEMn9Bb+l7RrlugEe21Z2bUnE4J6U1JaWOTNDHxUo r1abbJ58ZZo+O8h8ZT321A/6Dw6hOqcE3oX7oR8786XYvCJeqmBkk1JQbR1fHCJTdd0Te3f1SlyCEhTMcXlE8p5kY56rNtNJmpXffWN/kPw9So3v OCm+NT35IGPJqiPT5obzt7jntUqzaaxaTLWMcGtmicHho4QAttsr7BM17wah1ad9aDNfimWqVCs4Zfy3r6Aj4EkXs=</latexit><latexit sha1_base64="mKxvnydBszOzUoWW2IFTpNY2p9w=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr/quunQTLIKrMNFK6q7UjeCmgq1ClZKMo46mSUwmSilu/AK3+mPiH+hfeGdMQRdFJyS5c+45Z+beGyShzBRj7yVrYnJqeqY8 Oze/sLi0XFlZ7WRxnnLR5nEYp6eBn4lQRqKtpArFaZIKvx+E4iS43df5k3uRZjKOjtUgEed9/yqSl5L7iqDOWeta9pq9SpU5Xm23xmo2c1i9vuO 5FLiu53l123WYWVUUqxVX3nCGC8TgyNGHQARFcQgfGT1duGBICDvHkLCUImnyAo+YI21OLEEMn9Bb+l7RrlugEe21Z2bUnE4J6U1JaWOTNDHxUo r1abbJ58ZZo+O8h8ZT321A/6Dw6hOqcE3oX7oR8786XYvCJeqmBkk1JQbR1fHCJTdd0Te3f1SlyCEhTMcXlE8p5kY56rNtNJmpXffWN/kPw9So3v OCm+NT35IGPJqiPT5obzt7jntUqzaaxaTLWMcGtmicHho4QAttsr7BM17wah1ad9aDNfimWqVCs4Zfy3r6Aj4EkXs=</latexit><latexit sha1_base64="mKxvnydBszOzUoWW2IFTpNY2p9w=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr/quunQTLIKrMNFK6q7UjeCmgq1ClZKMo46mSUwmSilu/AK3+mPiH+hfeGdMQRdFJyS5c+45Z+beGyShzBRj7yVrYnJqeqY8 Oze/sLi0XFlZ7WRxnnLR5nEYp6eBn4lQRqKtpArFaZIKvx+E4iS43df5k3uRZjKOjtUgEed9/yqSl5L7iqDOWeta9pq9SpU5Xm23xmo2c1i9vuO 5FLiu53l123WYWVUUqxVX3nCGC8TgyNGHQARFcQgfGT1duGBICDvHkLCUImnyAo+YI21OLEEMn9Bb+l7RrlugEe21Z2bUnE4J6U1JaWOTNDHxUo r1abbJ58ZZo+O8h8ZT321A/6Dw6hOqcE3oX7oR8786XYvCJeqmBkk1JQbR1fHCJTdd0Te3f1SlyCEhTMcXlE8p5kY56rNtNJmpXffWN/kPw9So3v OCm+NT35IGPJqiPT5obzt7jntUqzaaxaTLWMcGtmicHho4QAttsr7BM17wah1ad9aDNfimWqVCs4Zfy3r6Aj4EkXs=</latexit><latexit sha1_base64="mKxvnydBszOzUoWW2IFTpNY2p9w=">AAAC yHicjVHLSsNAFD2Nr/quunQTLIKrMNFK6q7UjeCmgq1ClZKMo46mSUwmSilu/AK3+mPiH+hfeGdMQRdFJyS5c+45Z+beGyShzBRj7yVrYnJqeqY8 Oze/sLi0XFlZ7WRxnnLR5nEYp6eBn4lQRqKtpArFaZIKvx+E4iS43df5k3uRZjKOjtUgEed9/yqSl5L7iqDOWeta9pq9SpU5Xm23xmo2c1i9vuO 5FLiu53l123WYWVUUqxVX3nCGC8TgyNGHQARFcQgfGT1duGBICDvHkLCUImnyAo+YI21OLEEMn9Bb+l7RrlugEe21Z2bUnE4J6U1JaWOTNDHxUo r1abbJ58ZZo+O8h8ZT321A/6Dw6hOqcE3oX7oR8786XYvCJeqmBkk1JQbR1fHCJTdd0Te3f1SlyCEhTMcXlE8p5kY56rNtNJmpXffWN/kPw9So3v OCm+NT35IGPJqiPT5obzt7jntUqzaaxaTLWMcGtmicHho4QAttsr7BM17wah1ad9aDNfimWqVCs4Zfy3r6Aj4EkXs=</latexit>
Vg
<latexit sha 1_base64="nXMrAMORm4hU sosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC 1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFto S0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcK ufJP6B/oV3pimoRXRCkjPn 3nNm7r1O7HspN4y3grKwuL S8Ulwtra1vbG6p5e16GmWJ yyw38qOk6dgp872QWdzjPm vGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorl puc3bLx/VJdwoGk65aMXRD Lm0emDmoIF+1SH1FGz1EcJ EhAEMITtiHjZSeFkwYiInr YExcQsiTcYYJSqTNKItRhk 3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVT fHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXE clwR+5dulvlfnaiFo48TWY NHNcWSEdW5uUsmuyJurn2p ipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5 pU1i56a8v4u8wUrNi7eW6G D3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4q hS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlq sMj6Bk94xovSVO6Ue+Vhmq oUcs0Ovi3l8RMvl5bk</la texit><latexit sha 1_base64="nXMrAMORm4hU sosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC 1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFto S0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcK ufJP6B/oV3pimoRXRCkjPn 3nNm7r1O7HspN4y3grKwuL S8Ulwtra1vbG6p5e16GmWJ yyw38qOk6dgp872QWdzjPm vGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorl puc3bLx/VJdwoGk65aMXRD Lm0emDmoIF+1SH1FGz1EcJ EhAEMITtiHjZSeFkwYiInr YExcQsiTcYYJSqTNKItRhk 3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVT fHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXE clwR+5dulvlfnaiFo48TWY NHNcWSEdW5uUsmuyJurn2p ipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5 pU1i56a8v4u8wUrNi7eW6G D3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4q hS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlq sMj6Bk94xovSVO6Ue+Vhmq oUcs0Ovi3l8RMvl5bk</la texit><latexit sha 1_base64="nXMrAMORm4hU sosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC 1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFto S0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcK ufJP6B/oV3pimoRXRCkjPn 3nNm7r1O7HspN4y3grKwuL S8Ulwtra1vbG6p5e16GmWJ yyw38qOk6dgp872QWdzjPm vGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorl puc3bLx/VJdwoGk65aMXRD Lm0emDmoIF+1SH1FGz1EcJ EhAEMITtiHjZSeFkwYiInr YExcQsiTcYYJSqTNKItRhk 3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVT fHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXE clwR+5dulvlfnaiFo48TWY NHNcWSEdW5uUsmuyJurn2p ipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5 pU1i56a8v4u8wUrNi7eW6G D3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4q hS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlq sMj6Bk94xovSVO6Ue+Vhmq oUcs0Ovi3l8RMvl5bk</la texit><latexit sha 1_base64="nXMrAMORm4hU sosBS7ZpDlS0+SQ=">AAAC 1XicjVHLSsNAFD2Nr1pfqS 7dBIvgKiQiqLuCG5cVTFto S0nSaQ3Ni2SillJX4tYvcK ufJP6B/oV3pimoRXRCkjPn 3nNm7r1O7HspN4y3grKwuL S8Ulwtra1vbG6p5e16GmWJ yyw38qOk6dgp872QWdzjPm vGCbMDx2cNZ3gm4o1rlqRe FF7yUcw6gT0Ivb7n2pyorl puc3bLx/VJdwoGk65aMXRD Lm0emDmoIF+1SH1FGz1EcJ EhAEMITtiHjZSeFkwYiInr YExcQsiTcYYJSqTNKItRhk 3skL4D2rVyNqS98Eyl2qVT fHoTUmrYJ01EeQlhcZom45 l0Fuxv3mPpKe42or+TewXE clwR+5dulvlfnaiFo48TWY NHNcWSEdW5uUsmuyJurn2p ipNDTJzAPYonhF2pnPVZk5 pU1i56a8v4u8wUrNi7eW6G D3FLGrD5c5zzwDrUT3Xz4q hS1fNJF7GLPRzQOI9RxTlq sMj6Bk94xovSVO6Ue+Vhmq oUcs0Ovi3l8RMvl5bk</la texit>
Lr
<latexit sha1_base64="m5zIScOOIyD+aR4QfaDVdoGxOaw=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOQXa3tIEDdrUcVQ5zgOWY5DUWmJEkQxJqXEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKpkSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxxaIsD23f98KllRsJ1PHEQO7ErngahMEeWK55Yw7v0/MlEhJHje4/i00Acjcy +55w4thkjaX/3ODxe32xuN/ljLA5acrAJ8tP2r175GbrQAx9sGMMIBHgQ49gFEyL8HkILmhAg7QimSAtx5PBzATNYQ9kxcgnkMJE6xP99nB1Kqo dzwoxY2kYtLv6FKGnANZTxkS/EMWkz+PmYkYlahj1lTLLtFH8tiTVCagwDpKrkUs5V5ciXGE7gK/bBQZ8CppB3tkQZc1TIciPnVYwIAdJo3MPnIY 5tlkzjbLBMxL5TbE1+/i9zEpXmtuQdwxlbuYb6Vv8StwF7bNMEkdycRh/tIP89tE4wdsp/h20x5DMDYyHQgiRGHo5/KkhPkZ7wzDhjjphCdkccC 5HFeQpvEG8TeQzkCFm+L7NpVolvMbcav8vZlKKmut6sgD9k9J1a6DTa0fZpyPmr1pnEdsraZlkspqxzptQyYksO4ZZCyxyVtBB2XvOtTFNVjhi4U nzO+C7mfoRZbygiEHDW5L1MJRs422J/X+E8WZVCGdGgBE0fpwzpuiaWlSGlEa5vUwyvS6PVLIlW8r5+kO/nHtf6IY4irlBUj6q1egWN3gpaXmJ+ WWiVumoU/WlqR2VcQGhpI/QLCH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy1VZOeO89nz0JTc/byZK1kdBUeTHfHfN+ 0W5EO+sZ+0G5o8rJFzg/b8ELuME0PU+WIQ0RqRwt8ec73q9HHPPU4ojXVIDV9AyfzalVFjxbof4/g+OsKj/Pqn4D+em54Pd/g+vAALVW1YBvkR7 ILsTM5doEZ+4K1grkrLsDF3fGMhsfS/toXUSK3SPN52RMclOm6GVBms15lKAGynABZViCcq0Sp8M4HW25Nsu1Na3uyOxPbe5o+90uILRLEELOlz IUwd20OrcsPkX0sv6fZunqUHVC4xXzd8DjvE9z/LK8fcAyIZ+OVOso0TU753mK81CeGcxsDVQh+VklLuI8+B/1dQK7C7m8W2NF7C+g7NdAub+Acr /0TSS+t5FGJ0lH871E3I2o84N26j5TqDK/ljVO17MIefW1vaqt7bSGttPa2pL+WVff57X1jXi/1tV3s7a+WQFtvvLusk5zSS9Hv9QvDPi2IM/ha 616M7ful/tpavpj4m813nOgeyJTuzfeU9q6V1FVOxzfAXLexAoksF+OFT2Bm2lzJX9DYWGYSYSZti1pQ7mUo4hYNxtb+J3C99o5JphzlZxOxzb3c ed3wyoNbUTy5R2Ero4296CkqazjrPLsZU5nQ/YGJ5nlWyt0bAM+Pyczk99hQqk+ifswy0aLXURD2UFYvMeWI2xJhKpOrS9P3fMI5OMb5eKgsibO 9b+pPJ1KpvBI9sHV8lRpelx35rY8zL3V6gpo8y0q7ek26+3CZ8jV406jz6jlO/Q9zjw6zX4DdNM8gOvc7Xdwv27j7w40+eZ5jasO5QadIOjeeR8 1Gksy0uDewsC/y6xhfoftZBxRdvoJJaUn851O3qfH65ut4l354uBgZ/vr7daPX2zeviOv0S/Bp+h6Aw3+Em7j0bANB6ikD7/Ar/Dbxu8bf2z8ufF XwnrxgpT5BM59Nv75D2yasQA=</latexit><latexit sha1_base64="m5zIScOOIyD+aR4QfaDVdoGxOaw=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOQXa3tIEDdrUcVQ5zgOWY5DUWmJEkQxJqXEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKpkSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxxaIsD23f98KllRsJ1PHEQO7ErngahMEeWK55Yw7v0/MlEhJHje4/i00Acjcy +55w4thkjaX/3ODxe32xuN/ljLA5acrAJ8tP2r175GbrQAx9sGMMIBHgQ49gFEyL8HkILmhAg7QimSAtx5PBzATNYQ9kxcgnkMJE6xP99nB1Kqo dzwoxY2kYtLv6FKGnANZTxkS/EMWkz+PmYkYlahj1lTLLtFH8tiTVCagwDpKrkUs5V5ciXGE7gK/bBQZ8CppB3tkQZc1TIciPnVYwIAdJo3MPnIY 5tlkzjbLBMxL5TbE1+/i9zEpXmtuQdwxlbuYb6Vv8StwF7bNMEkdycRh/tIP89tE4wdsp/h20x5DMDYyHQgiRGHo5/KkhPkZ7wzDhjjphCdkccC 5HFeQpvEG8TeQzkCFm+L7NpVolvMbcav8vZlKKmut6sgD9k9J1a6DTa0fZpyPmr1pnEdsraZlkspqxzptQyYksO4ZZCyxyVtBB2XvOtTFNVjhi4U nzO+C7mfoRZbygiEHDW5L1MJRs422J/X+E8WZVCGdGgBE0fpwzpuiaWlSGlEa5vUwyvS6PVLIlW8r5+kO/nHtf6IY4irlBUj6q1egWN3gpaXmJ+ WWiVumoU/WlqR2VcQGhpI/QLCH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy1VZOeO89nz0JTc/byZK1kdBUeTHfHfN+ 0W5EO+sZ+0G5o8rJFzg/b8ELuME0PU+WIQ0RqRwt8ec73q9HHPPU4ojXVIDV9AyfzalVFjxbof4/g+OsKj/Pqn4D+em54Pd/g+vAALVW1YBvkR7 ILsTM5doEZ+4K1grkrLsDF3fGMhsfS/toXUSK3SPN52RMclOm6GVBms15lKAGynABZViCcq0Sp8M4HW25Nsu1Na3uyOxPbe5o+90uILRLEELOlz IUwd20OrcsPkX0sv6fZunqUHVC4xXzd8DjvE9z/LK8fcAyIZ+OVOso0TU753mK81CeGcxsDVQh+VklLuI8+B/1dQK7C7m8W2NF7C+g7NdAub+Acr /0TSS+t5FGJ0lH871E3I2o84N26j5TqDK/ljVO17MIefW1vaqt7bSGttPa2pL+WVff57X1jXi/1tV3s7a+WQFtvvLusk5zSS9Hv9QvDPi2IM/ha 616M7ful/tpavpj4m813nOgeyJTuzfeU9q6V1FVOxzfAXLexAoksF+OFT2Bm2lzJX9DYWGYSYSZti1pQ7mUo4hYNxtb+J3C99o5JphzlZxOxzb3c ed3wyoNbUTy5R2Ero4296CkqazjrPLsZU5nQ/YGJ5nlWyt0bAM+Pyczk99hQqk+ifswy0aLXURD2UFYvMeWI2xJhKpOrS9P3fMI5OMb5eKgsibO 9b+pPJ1KpvBI9sHV8lRpelx35rY8zL3V6gpo8y0q7ek26+3CZ8jV406jz6jlO/Q9zjw6zX4DdNM8gOvc7Xdwv27j7w40+eZ5jasO5QadIOjeeR8 1Gksy0uDewsC/y6xhfoftZBxRdvoJJaUn851O3qfH65ut4l354uBgZ/vr7daPX2zeviOv0S/Bp+h6Aw3+Em7j0bANB6ikD7/Ar/Dbxu8bf2z8ufF XwnrxgpT5BM59Nv75D2yasQA=</latexit><latexit sha1_base64="m5zIScOOIyD+aR4QfaDVdoGxOaw=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOQXa3tIEDdrUcVQ5zgOWY5DUWmJEkQxJqXEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKpkSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxxaIsD23f98KllRsJ1PHEQO7ErngahMEeWK55Yw7v0/MlEhJHje4/i00Acjcy +55w4thkjaX/3ODxe32xuN/ljLA5acrAJ8tP2r175GbrQAx9sGMMIBHgQ49gFEyL8HkILmhAg7QimSAtx5PBzATNYQ9kxcgnkMJE6xP99nB1Kqo dzwoxY2kYtLv6FKGnANZTxkS/EMWkz+PmYkYlahj1lTLLtFH8tiTVCagwDpKrkUs5V5ciXGE7gK/bBQZ8CppB3tkQZc1TIciPnVYwIAdJo3MPnIY 5tlkzjbLBMxL5TbE1+/i9zEpXmtuQdwxlbuYb6Vv8StwF7bNMEkdycRh/tIP89tE4wdsp/h20x5DMDYyHQgiRGHo5/KkhPkZ7wzDhjjphCdkccC 5HFeQpvEG8TeQzkCFm+L7NpVolvMbcav8vZlKKmut6sgD9k9J1a6DTa0fZpyPmr1pnEdsraZlkspqxzptQyYksO4ZZCyxyVtBB2XvOtTFNVjhi4U nzO+C7mfoRZbygiEHDW5L1MJRs422J/X+E8WZVCGdGgBE0fpwzpuiaWlSGlEa5vUwyvS6PVLIlW8r5+kO/nHtf6IY4irlBUj6q1egWN3gpaXmJ+ WWiVumoU/WlqR2VcQGhpI/QLCH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy1VZOeO89nz0JTc/byZK1kdBUeTHfHfN+ 0W5EO+sZ+0G5o8rJFzg/b8ELuME0PU+WIQ0RqRwt8ec73q9HHPPU4ojXVIDV9AyfzalVFjxbof4/g+OsKj/Pqn4D+em54Pd/g+vAALVW1YBvkR7 ILsTM5doEZ+4K1grkrLsDF3fGMhsfS/toXUSK3SPN52RMclOm6GVBms15lKAGynABZViCcq0Sp8M4HW25Nsu1Na3uyOxPbe5o+90uILRLEELOlz IUwd20OrcsPkX0sv6fZunqUHVC4xXzd8DjvE9z/LK8fcAyIZ+OVOso0TU753mK81CeGcxsDVQh+VklLuI8+B/1dQK7C7m8W2NF7C+g7NdAub+Acr /0TSS+t5FGJ0lH871E3I2o84N26j5TqDK/ljVO17MIefW1vaqt7bSGttPa2pL+WVff57X1jXi/1tV3s7a+WQFtvvLusk5zSS9Hv9QvDPi2IM/ha 616M7ful/tpavpj4m813nOgeyJTuzfeU9q6V1FVOxzfAXLexAoksF+OFT2Bm2lzJX9DYWGYSYSZti1pQ7mUo4hYNxtb+J3C99o5JphzlZxOxzb3c ed3wyoNbUTy5R2Ero4296CkqazjrPLsZU5nQ/YGJ5nlWyt0bAM+Pyczk99hQqk+ifswy0aLXURD2UFYvMeWI2xJhKpOrS9P3fMI5OMb5eKgsibO 9b+pPJ1KpvBI9sHV8lRpelx35rY8zL3V6gpo8y0q7ek26+3CZ8jV406jz6jlO/Q9zjw6zX4DdNM8gOvc7Xdwv27j7w40+eZ5jasO5QadIOjeeR8 1Gksy0uDewsC/y6xhfoftZBxRdvoJJaUn851O3qfH65ut4l354uBgZ/vr7daPX2zeviOv0S/Bp+h6Aw3+Em7j0bANB6ikD7/Ar/Dbxu8bf2z8ufF XwnrxgpT5BM59Nv75D2yasQA=</latexit><latexit sha1_base64="m5zIScOOIyD+aR4QfaDVdoGxOaw=">AAAY InicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPPvRC1Agio4khOQXa3tIEDdrUcVQ5zgOWY5DUWmJEkQxJqXEUHXvstf0F/TU9FT0V6A+o/0VnhkuKpkSulpVga3c4 882Ds7OzawWuE8XN5t8XLr719jvvvnfp8tqV9z/48KP1qx8/jvxxaIsD23f98KllRsJ1PHEQO7ErngahMEeWK55Yw7v0/MlEhJHje4/i00Acjcy +55w4thkjaX/3ODxe32xuN/ljLA5acrAJ8tP2r175GbrQAx9sGMMIBHgQ49gFEyL8HkILmhAg7QimSAtx5PBzATNYQ9kxcgnkMJE6xP99nB1Kqo dzwoxY2kYtLv6FKGnANZTxkS/EMWkz+PmYkYlahj1lTLLtFH8tiTVCagwDpKrkUs5V5ciXGE7gK/bBQZ8CppB3tkQZc1TIciPnVYwIAdJo3MPnIY 5tlkzjbLBMxL5TbE1+/i9zEpXmtuQdwxlbuYb6Vv8StwF7bNMEkdycRh/tIP89tE4wdsp/h20x5DMDYyHQgiRGHo5/KkhPkZ7wzDhjjphCdkccC 5HFeQpvEG8TeQzkCFm+L7NpVolvMbcav8vZlKKmut6sgD9k9J1a6DTa0fZpyPmr1pnEdsraZlkspqxzptQyYksO4ZZCyxyVtBB2XvOtTFNVjhi4U nzO+C7mfoRZbygiEHDW5L1MJRs422J/X+E8WZVCGdGgBE0fpwzpuiaWlSGlEa5vUwyvS6PVLIlW8r5+kO/nHtf6IY4irlBUj6q1egWN3gpaXmJ+ WWiVumoU/WlqR2VcQGhpI/QLCH1tBFFAECUxykcpyq0W2jUijpeDIy+3rkasLd0DRkgJeY9K9oiEbmZy1VZOeO89nz0JTc/byZK1kdBUeTHfHfN+ 0W5EO+sZ+0G5o8rJFzg/b8ELuME0PU+WIQ0RqRwt8ec73q9HHPPU4ojXVIDV9AyfzalVFjxbof4/g+OsKj/Pqn4D+em54Pd/g+vAALVW1YBvkR7 ILsTM5doEZ+4K1grkrLsDF3fGMhsfS/toXUSK3SPN52RMclOm6GVBms15lKAGynABZViCcq0Sp8M4HW25Nsu1Na3uyOxPbe5o+90uILRLEELOlz IUwd20OrcsPkX0sv6fZunqUHVC4xXzd8DjvE9z/LK8fcAyIZ+OVOso0TU753mK81CeGcxsDVQh+VklLuI8+B/1dQK7C7m8W2NF7C+g7NdAub+Acr /0TSS+t5FGJ0lH871E3I2o84N26j5TqDK/ljVO17MIefW1vaqt7bSGttPa2pL+WVff57X1jXi/1tV3s7a+WQFtvvLusk5zSS9Hv9QvDPi2IM/ha 616M7ful/tpavpj4m813nOgeyJTuzfeU9q6V1FVOxzfAXLexAoksF+OFT2Bm2lzJX9DYWGYSYSZti1pQ7mUo4hYNxtb+J3C99o5JphzlZxOxzb3c ed3wyoNbUTy5R2Ero4296CkqazjrPLsZU5nQ/YGJ5nlWyt0bAM+Pyczk99hQqk+ifswy0aLXURD2UFYvMeWI2xJhKpOrS9P3fMI5OMb5eKgsibO 9b+pPJ1KpvBI9sHV8lRpelx35rY8zL3V6gpo8y0q7ek26+3CZ8jV406jz6jlO/Q9zjw6zX4DdNM8gOvc7Xdwv27j7w40+eZ5jasO5QadIOjeeR8 1Gksy0uDewsC/y6xhfoftZBxRdvoJJaUn851O3qfH65ut4l354uBgZ/vr7daPX2zeviOv0S/Bp+h6Aw3+Em7j0bANB6ikD7/Ar/Dbxu8bf2z8ufF XwnrxgpT5BM59Nv75D2yasQA=</latexit>
Figure 3.2 – Réalisation possible de l’hamiltonien longitudinal par couplage inductif.
En orange, la source micro-onde permet l’ajout de photons à l’oscillateur. Le carré
indiqué par Δ permet de déphaser le signal envoyé vers la capacité 𝐶𝑖𝑛 par rapport à
celui envoyé sur la capacité 𝐶𝑜𝑢𝑡, de sorte que le degré de liberté de l’oscillateur puisse
être modulé. L’oscillateur et le transmon occupent les espaces colorés en bleu et en
vert.
Dans l’hamiltonien de l’Éq. (3.3), la variable Φ𝑥 est le flux externe qui passe dans
la boucle SQUID du transmon et la valeur de 𝐸𝐽 est deux fois celle de 𝐸𝐽𝑞 illustré à
la figure (3.2). Afin d’étudier cet hamiltonien analytiquement, on utilise les opérateurs
d’échelles pour obtenir
𝐻 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+
√︂
𝐸𝐽𝐸𝐶
2
(︀
𝑏− 𝑏†)︀2 − 𝐸𝐽 cos [︂𝜃 (︀𝑏+ 𝑏†)︀− 𝜑𝑥
2
]︂
cos
[︂
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀
+
𝜑𝑥
2
]︂
+𝐻𝑝,
(3.5)
où,
𝜑 =
2𝜋
𝜑0
√︂
ℏ𝑍𝑟
2
𝜂 et, 𝜃 =
(︂
2𝐸𝐶
𝐸𝐽
)︂ 1
4
. (3.6)
À nouveau, la lettre 𝑎 est utilisée pour le mode de l’oscillateur et la lettre 𝑏 pour le
mode du transmon. Ici, 𝑍𝑟 est l’impédance du mode de l’oscillateur et la lettre 𝜑𝑥
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minuscule est utilisée pour signifier qu’elle absorbe la constante 2𝜋
𝜑0
comme à la section
(1.2.1).
3.2.2 Modulation du flux externe
À partir de l’hamiltonien de l’Éq. (3.5), il est possible de s’approcher de l’hamilto-
nien longitudinal de l’Éq. (3.1) en modulant le flux externe dans la boucle du SQUID
à la fréquence de l’oscillateur. Pour bien comprendre l’effet de cette modulation, on
peut réécrire le terme de couplage de l’hamiltonien (3.5) en séparant le flux 𝜑𝑥 de la
coordonnée de l’oscillateur afin d’obtenir
𝐻𝐶 =− 𝐸𝐽 cos
[︂
𝜃
(︀
𝑏+ 𝑏†
)︀− 𝜑𝑥
2
]︂{︂
cos
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀
cos
𝜑𝑥
2
+ sin
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀
sin
𝜑𝑥
2
}︂
,
(3.7)
Si 𝜑𝑥 est modulé avec une petite amplitude à la fréquence propre du mode 𝜑 autour
du point 𝜑𝑥 = 0, une expansion au premier ordre des fonctions trigonométriques de
l’Éq. (3.7) permet d’obtenir l’hamiltonien longitudinal avec
𝑔𝑧(𝑡) = 𝐸𝐽
𝜃2
2
𝜑
𝜑𝑥(𝑡)
2
. (3.8)
L’inconvénient de cette approche est que la phase du potentiel du transmon est
également modulé pendant la mesure. Il est donc nécessaire de désaccorder le transmon
de l’oscillateur afin d’éviter que cette modulation ne génère des transitions non
souhaitées du qubit.
3.2.3 Pompage cohérent de l’oscillateur
Une deuxième manière d’obtenir l’hamiltonien longitudinal de l’Éq. (3.1) est de
pomper directement le mode Φ en fixant le flux externe 𝜑𝑥 à 0. La génération de l’état
cohérent |𝛼(𝑡)⟩ dans l’oscillateur déplace la coordonnée 𝜑 d’une valeur donnée par
𝜑𝛼 = 2𝜑Re [𝛼(𝑡)] (3.9)
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et l’hamiltonien de couplage peut se réécrire comme
𝐻𝐶 =− 𝐸𝐽 cos
[︀
𝜃
(︀
𝑏+ 𝑏†
)︀]︀ {︀
cos
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀
cos𝜑𝛼 + sin
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀
sin𝜑𝛼
}︀
.
(3.10)
Puisque 𝜑𝛼 oscille autour de 0 à la fréquence de l’oscillateur, le deuxième terme
de l’expression de couplage est activé, comme à la dernière section, et on obtient à
nouveau l’hamiltonien longitudinal. Cette approche n’entraîne pas la modulation de
la phase du potentiel du transmon et elle sera donc favorisée à la précédente. Le flux
externe 𝜑𝑥 sera nul dans le reste du chapitre.
3.2.4 Décomposition de l’hamiltonien de couplage
L’expansion aux premiers ordres des fonctions trigonométriques de l’hamiltonien
(3.5) résulte en différents termes qui ont des effets plus ou moins importants sur la
dynamique de la mesure longitudinale. Dans la section qui suit, on étudie la nature de
ces effets selon le choix des différents paramètres du circuit.
En faisant l’expansion des cosinus au deuxième ordre, on trouve tout d’abord le
terme
𝐻𝑆𝑡𝑎𝑟𝑘 =2𝜒𝑎
†𝑎𝑏†𝑏 (3.11)
qui génère le décalage AC de Stark permettant la mesure du qubit. Comme dans le
cas du couplage capacitif, on trouve que la fréquence de l’oscillateur subit un décalage
égal à 2𝜒 lorsque l’état du qubit change. L’amplitude de ce terme pour le circuit étudié
est déterminée par
𝜒 = −
√︂
𝐸𝐽𝐸𝐶
2
𝑍𝑟𝜂
2𝜋2
2𝜑20
. (3.12)
Contrairement au couplage capacitif, on note que le couplage inductif permet d’obtenir
ce décalage sans avoir à habiller les systèmes ensemble. La présence de ce terme ne vient
donc pas avec un nombre de photon critique au-dessus duquel la mesure QND du qubit
est compromise. Par ailleurs, l’expression pour 𝜒 n’est pas inversement proportionnelle
au désaccord entre les fréquences du qubit et de l’oscillateur contrairement à l’Éq.
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(2.12). Cette caractéristique permet de désaccorder fortement le qubit de l’oscillateur
sans compromettre la vitesse de la mesure.
L’expansion des cosinus fait apparaître d’autres termes nuisibles pour la mesure et
il est important d’étudier leurs effets afin de s’assurer que le couplage inductif préserve
un grand avantage sur le couplage capacitif. Premièrement, le terme
𝐻𝐾𝑒𝑟𝑟 =
𝐾
2
(︀
𝑎†𝑎
)︀2 (3.13)
est responsable du changement de la fréquence de résonnance de l’oscillateur en
fonction de l’amplitude du champ qu’il contient. Ici, 𝐾 est la grandeur du changement
de fréquence de résonnance de l’oscillateur lorsqu’un photon y est ajouté. Dans
l’hamiltonien (3.3), on retrouve ce terme au quatrième ordre de l’expansion du cosinus
de l’oscillateur et
𝐾 = −𝐸𝐽 𝜑
4
4
. (3.14)
Si beaucoup de photons sont ajoutés à l’oscillateur, les termes d’ordres supérieurs
doivent également être considérés. Il est important de considérer cet effet afin de bien
choisir la fréquence à laquelle on pompe l’oscillateur. Avec les paramètres réalistes
choisis pour réaliser les simulations présentées dans ce chapitre, la constante 𝐾 vaut
environ 1.4 MHz. Si l’on ajoute 50 photons à l’oscillateur, la fréquence est donc décalée
d’environ 70 MHz.
La majorité des termes dans l’expansion du cosinus de l’oscillateur, dont le terme
Kerr de l’Éq. (3.13), peut déformer l’état cohérent dans l’oscillateur. La déformation
inclut tous les effets qui éloignent l’état de l’oscillateur d’un état cohérent et elle
peut, en théorie, réduire la fidélité si elle augmente le chevauchement entre les états
pointeurs. La déformation augmente avec la puissance de mesure et pourrait, de prime
abord, être le facteur limitant le nombre de photons moyen qu’on peut utiliser pour
réaliser la mesure.
Finalement, les termes donnés par
𝐻𝐹𝑢𝑖𝑡𝑒 = −𝜒
2
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀2 (︀
𝑏+ 𝑏†
)︀2 (3.15)
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contribuent à transférer une partie de la population du transmon en dehors des niveaux
logiques |0⟩ et |1⟩ lorsque des photons sont ajoutés à l’oscillateur. Avec la théorie des
perturbations, on montre en effet que ce terme mène à des oscillations d’une partie de
la population du transmon entre les états logiques et les états supérieurs de ce dernier.
Par exemple, si le qubit est initialisé dans l’état |0⟩, une fraction de la population
oscillera au premier ordre entre l’état logique |0⟩ et l’état |2⟩ selon l’équation
𝐿0↔2(𝑡) = |⟨𝑖(𝑡)|2⟩|2 = 8𝜒2
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡
0
𝛼2𝑖 (𝜏)𝑒
𝑖𝜔02(𝜏)𝜏 cos2 (𝜔𝑟𝜏)𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
, (3.16)
où 𝛼𝑖(𝑡) est l’amplitude de l’état cohérent dans le référentiel tournant. Si le qubit est
initialisé dans l’état |1⟩, une partie de la population oscillera au premier ordre entre
l’état logique |1⟩ et l’état |3⟩ selon l’équation
𝐿1↔3(𝑡) = |⟨𝑖(𝑡)|2⟩|2 = 24𝜒2
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡
0
𝛼2𝑖 (𝜏)𝑒
𝑖𝜔13(𝜏)𝜏 cos2 (𝜔𝑟𝜏)𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
. (3.17)
Ici, 𝜔02 et 𝜔13 sont les fréquences des transitions 0 → 2 et 1 → 3 du transmon.
Si le contenu en fréquence de 𝛼𝑖(𝑡) est suffisamment faible aux fréquences 𝜔𝑟 et
𝜔𝑞, l’amplitude des oscillations décrites par 𝐿0↔2(𝑡) et 𝐿1↔3(𝑡) sont respectivement
données par les expressions
𝐴0↔2 =
8𝜒2𝛼4𝑖 (𝑡)
(2𝜔𝑟)
2 − 𝜔202
et, 𝐴1↔3 =
24𝜒2𝛼4𝑖 (𝑡)
(2𝜔𝑟)
2 − 𝜔213
(3.18)
On obtient ces amplitudes en évaluant approximativement les intégrales des Éq.
(3.16) et (3.17). Pour des fréquences de 𝜔𝑟 et de 𝜔𝑞 d’environ 5 GHz, les Éq. (3.18)
commencent à perdre leur validité si 𝛼𝑖 passe de 0 à une valeur près de 1 en moins
de 1 ns. On doit donc éviter d’utiliser des pulses qui induisent des déplacements
aussi rapides de l’état cohérent. L’annexe (A.1) détaille le calcul de ces expressions.
Puisqu’on souhaite limiter ces oscillations, il est important de s’assurer du désaccord
entre les fréquences des transitions à deux photons du transmon et de l’oscillateur.
Les niveaux excités par la mesure ne se limitent pas aux niveaux 2 et 3. Si l’on
fait l’expansion des cosinus aux ordres supérieurs, on remarque que plusieurs termes
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d’échanges de la forme
𝐻échange ∝
(︀
𝑎†𝑚𝑎𝑛𝑏†𝑙𝑏𝑘 + ℎ.𝑐.
)︀
(3.19)
existent et qu’ils peuvent devenir importants si des résonances entre les niveaux ont
lieu. Cependant, puisque les cosinus sont des fonctions paires, les valeurs de 𝑚− 𝑛
et de 𝑙 − 𝑘 sont paires aussi et seuls des échanges de nombres pairs de photons sont
possible entre le transmon et l’oscillateur. Ainsi, les niveaux excités du transmon
pendant une mesure avec beaucoup de photons ont la même parité que l’état initial du
transmon. L’avantage de cette dynamique de fuite est qu’aucun mélange ne survient
entre les niveaux logiques du qubit. On discutera à nouveau de la fuite des niveaux
logiques en analysant les simulations numériques présentées à la prochaine section.
Enfin, pour les paramètres conventionnels du transmon et de l’oscillateur, la fuite
est le phénomène qui limite la puissance de mesure. Les simulations révèlent en effet
que le phénomène de déformation des états pointeurs les éloigne très peu d’états
cohérents.
3.2.5 Étude numérique
Afin de s’assurer que les effets indésirables détaillés à la section précédente ne
gène pas l’obtention d’une bonne mesure, il est essentiel de réaliser des simulations en
considérant l’entièreté de l’hamiltonien du circuit (3.2) donné par
𝐻 = 𝐻𝑟 +𝐻𝑞 + 𝐸𝐽
{︀
cos
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀ − 1}︀ (cos 𝜃 − 1) +𝐻𝑝 (3.20)
où 𝐻𝑟 et 𝐻𝑞 sont les hamiltoniens non linéaires du résonateur et du transmon
𝐻𝑟 = 𝜔𝑟𝑎
†𝑎+
∞∑︁
𝑛=2
𝜑2𝑛
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀2𝑛
(2𝑛)!
, (3.21)
𝐻𝑞 = 4𝐸𝐶𝑛
2 − 𝐸𝐽 cos 𝜃, (3.22)
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𝐻𝑝 = 𝜖(𝑡) cos (𝜔𝑝𝑡)
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀
. (3.23)
Le but principal de cette étude numérique est de déterminer l’effet d’une mesure
avec un grand nombre de photons moyen sur l’état du transmon. Ce grand nombre de
photons moyen est nécessaire pour obtenir la dynamique de la mesure longitudinale.
Réaliser des simulations dans lesquelles la valeur de ⟨𝑎†𝑎⟩ s’approche de 102 n’est
cependant pas facile. En effet, si l’hamiltonien (3.20) est simulé tel quel, la taille de
l’espace de Hilbert nécessaire, ∼ 103 × 103, devient trop grande pour la mémoire de
l’ordinateur. Une astuce qui permet de réduire la taille de l’espace de Hilbert est de
réaliser la simulation dans un référentiel où l’oscillateur demeure près de l’état du vide.
Si le référentiel suit bien la valeur moyenne de l’opérateur 𝑎 et que l’état de l’oscillateur
demeure près de celui d’un état cohérent, moins de 10 niveaux sont nécessaires. Pour
y arriver, il suffit d’appliquer la transformation de déplacement (1.11) à l’équation
maîtresse du système. Évidemment, le paramètre de l’état cohérent 𝛼(𝑡) doit être
approximé analytiquement. Pour y arriver, on utilise l’expression (2.20) présentée à la
section (2.3.1).
Dans les simulations numériques, on utilise également des formes de pulse per-
mettant l’ajout rapide de photons dans l’oscillateur (voir section 2.3.1). La figure
(3.3) présente la forme du pulse utilisé et le déplacement résultant dans l’espace des
phases de l’oscillateur. Comme on peut le voir, la mesure est constituée de trois étapes
identifiées par les lettres i), ii) et iii). Premièrement, un pulse d’une durée de 5 ns
visant à générer un état cohérent avec une amplitude précise est appliqué par la source
micro-onde. Ensuite, en ii), l’oscillateur est modulé à un taux constant pour que l’état
cohérent généré en i) conserve la même amplitude malgré la dissipation. Au cours de
cet intervalle, l’état cohérent dans l’oscillateur accumule une phase qui dépend de l’état
du qubit. Finalement, en iii), lorsque suffisamment d’information a été accumulée sur
l’état du qubit, un pulse de réinitialisation est appliqué à l’oscillateur. Afin de revenir
à l’état du vide, l’information acquise sur l’état du qubit est utilisée pour déterminer
le signe de la partie imaginaire du pulse.
L’étape i) sert en fait à déplacer la variable 𝜑 le plus rapidement possible vers la
valeur 𝜑𝛼 donnée à l’Éq. (3.9). Comme on peut le voir sur la figure (3.3), suite à ce
déplacement rapide, la dynamique de séparation des états pointeurs dans l’espace des
phases s’approche de la dynamique longitudinale. De plus, la vitesse de séparation est
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Figure 3.3 – (a) Forme du pulse appliqué par la pompe optique pendant la mesure.
Les 3 étapes identifiées par i), ii) et iii) permettent de faire une mesure rapide et
de réinitialiser l’oscillateur. (b) Déplacement des états cohérents dans l’espace des
phases dépendamment de l’état initial du qubit. Les courbes orange et bleues sont le
résultat des simulations de l’hamiltonien complet. Les courbes pointillées montrent les
référentiels de déplacement utilisés pour la réalisation de ces simulations. Finalement,
les points rouges sont placés à chaque intervalle de 5 ns.
proportionnelle à l’amplitude de 𝛼𝑖 de l’état cohérent dans l’oscillateur et on optimise
la mesure en choisissant le plus grand 𝛼𝑖 qui ne compromet ni la fidélité ni l’aspect
QND.
Comme expliqué au chapitre 1, la base permettant de bien simuler le transmon est
la base des charges. Cependant, de grandes matrices sont nécessaires pour arriver à
bien le simuler, comme le montre la figure (1.6). Pour le simuler efficacement, on trouve
premièrement la base qui diagonalise l’hamiltonien du transmon isolé avec 200 niveaux
de charge. On trouve ensuite les opérateurs du transmon, 𝑛 et cos 𝜃, dans cette nouvelle
base. Puisque la population du transmon demeure dans ses premiers états propres au
cours de la mesure, on peut tronquer les niveaux dont la population demeure nulle.
Dans les simulations réalisées pour cette étude, on tronque les niveaux au-dessus du
quinzième. En utilisant une matrice densité 10× 10 pour simuler l’oscillateur dans
le référentiel déplacé, une matrice densité 150× 150 doit être intégrée pour résoudre
l’équation maîtresse du système oscillateur-transmon.
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Figure 3.4 – Exemple de la fuite générée par l’ajout de photons dans l’oscillateur. Les
courbes des graphiques du haut montrent le nombre moyen de photons dans l’oscillateur
pendant la mesure. Les courbes du bas montrent la population des premiers états
propres du transmon. Les figures (a) et (b) montrent respectivement des simulations
lorsque le transmon est initialisé dans l’état fondamental et dans l’état excité. Les
paramètres utilisés pour la simulation sont les suivants : 𝜔𝑞/2𝜋 = 7 GHz, 𝐸𝑐/2𝜋 = 340
MHz, 𝜔𝑟/2𝜋 = 8 GHz, 𝜅/2𝜋 = 20 MHz, 𝜒/2𝜋 = 5 MHz et 𝜂 = 0.34.
3.2.6 Fuite des niveaux logiques
La figure (3.4) présente la population de l’oscillateur et la population des premiers
états propres du transmon pendant la mesure de ce dernier réalisée avec le pulse
présenté à la figure (3.3). Comme prévu à la section (3.2.4), la parité des niveaux
excités est conservée au cours de la mesure : si le qubit est initialisé dans son état
fondamental, une partie de la population fuit vers des états pairs tandis que si le
qubit est initialisé dans son état excité, la fuite s’effectue vers des niveaux impairs.
Les équations (3.18) prédisent de leur côté que l’amplitude de ces oscillations est
proportionnelle à 𝛼4𝑖 . Lorsque l’oscillateur est réinitialisé, les populations fuyantes
devraient donc revenir de manière cohérente vers les niveaux logiques du transmon.
Sur la figure (3.4), on remarque que l’amplitude des oscillations perd en effet de 2 à 3
ordres de grandeur après la réinitialisation. La population restante peut être expliqué
par le fait que 𝛼𝑖 a un contenu en fréquence non nul autour de 𝜔𝑞 et 𝜔𝑟 (voir annexe
A.1).
La figure (3.5) (a) présente l’amplitude des oscillations de fuite en fonction du
nombre de photons moyen utilisé pour réaliser la mesure. Les courbes pointillées
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sont les amplitudes données par les équations (3.18) qui surestiment légèrement les
amplitudes trouvées numériquement à partir de l’intégration de l’équation maîtresse.
La courbe pointillée rouge est placée devant le nombre critique de photons calculé avec
l’expression (2.33) pour un hamiltonien de couplage capacitif permettant de réaliser une
mesure aussi rapide qu’avec l’hamiltonien simulé. On voit qu’il est possible d’ajouter
5 fois plus de photons que 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡 avant que l’amplitude des oscillations n’atteigne 1%.
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Figure 3.5 – Amplitude de la fuite vers les niveaux supérieurs pendant la mesure.
Les courbes pointillées montrent la fuite calculée avec la théorie des perturbations qui
surestime légèrement l’amplitude de la fuite par rapport aux simulations de l’équation
maîtresse en orange et bleue. La courbe rouge pointillée est alignée avec le nombre
critique de photons pour un hamiltonien de couplage transverse ayant les mêmes
dynamiques de mesure.
3.2.7 Aspect QND et effet du déphasage
Les niveaux d’un transmon sont sujet à du déphasage et de la relaxation. Sous ces
effets, lorsqu’on prépare le transmon dans une superposition de deux états propres,
les éléments 𝜌𝑖𝑗 de la matrice densité du transmon 𝜌 évolue selon les équations
𝜌𝑗𝑗(𝑡) = 𝜌𝑗𝑗(0)𝑒
−𝑡/𝑇 𝑗1 , (3.24)
𝜌𝑖𝑗(𝑡) = 𝜌𝑖𝑗(0)𝑒
−𝑡/𝑇 *𝑖𝑗2 , (3.25)
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Niveaux 𝑖− 𝑗 0− 1 1− 2 2− 3 3− 4
𝑇 𝑗1 [𝜇s] 84 41 30 22
𝑇 *𝑖𝑗2 [𝜇s] ±20% 72 32 12 < 2
Tableau 3.1 – 𝑇1 et 𝑇2 pour les différents niveaux du transmon selon la référence [35]
.
où 𝑇 𝑗1 est le temps de vie du niveau 𝑗, 𝑇
*𝑖𝑗
2 est le temps de cohérence de la superposition
des niveaux 𝑖 et 𝑗. On assume ici que 𝑗 > 𝑖 et que la relaxation entraîne la population
d’un niveau vers le niveau inférieur suivant. Généralement, on caractérise un qubit
par la valeur de 𝑇 11 et de 𝑇 *102 . Or, afin de bien inclure la relaxation et la décohérence
dans des simulations où des superpositions de différents niveaux surviennent, chacun
des 𝑇 𝑖𝑗2 et 𝑇
𝑗
1 doit être connu. La référence [35] présente des mesures de plusieurs de
ces temps caractéristiques et le tableau (3.1) en donne un résumé.
À partir de ces mesures, on utilise une méthode détaillée à la section (A.3) pour
construire les opérateurs dissipations utilisés dans les simulations. Cette méthode
permet de trouver une approximation des temps de cohérence non mesurés dans la
référence [35]. Par exemple, on trouve que les très importants temps de cohérence 𝑇 *022
et 𝑇 *132 valent respectivement 19 et 7 𝜇𝑠 tandis que 𝑇 *042 et 𝑇 *152 valent 0.75 et 0.21 𝜇s.
En présence de la décohérence, les oscillations décrites à la dernière section
deviennent problématiques. En effet, la disparition de ces oscillations après la réinitia-
lisation de l’oscillateur n’est possible que si ces dernières demeurent cohérentes tout
au long de la mesure. Les courts temps de cohérence des niveaux supérieurs combinés
à l’amplitude des oscillations de fuite participent donc à diminuer l’aspect QND de la
mesure. La figure (3.6) montre comment l’aspect QND de la mesure évolue avec le
nombre de photons moyen utilisé.
Plusieurs phénomènes expliquent l’aspect des courbes de la figure (3.6). La figure
(3.7) qui présente la population finale de chaque état propre du transmon à la fin de
la mesure permet de mieux les comprendre. On y voit premièrement que la relaxation
n’augmente pas avec l’amplitude de la mesure. La diminution de l’aspect QND avec la
puissance de mesure est donc entièrement dû à la fuite. Ensuite, le niveau vers lequel
la population fuit le plus change avec la puissance de la mesure.
La figure (3.8) montre les énergies propres du système lorsqu’il contient entre 10
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Figure 3.6 – Aspect QND des mesures réalisées à différentes puissances lorsqu’on
inclut la relaxation et la décohérence. L’aspect non QND de la mesure augmente de
manière générale avec la puissance.
et 13 photons et lorsqu’il contient entre 30 et 33 photons. On y voit, par exemple,
qu’entre 10 et 20 photons, le niveau 0 est en résonance avec les niveaux 4 et 6 et que le
niveau 1 est en résonance avec le niveau 7. Ceci explique le maximum local qu’atteint
l’aspect non QND à cette puissance. En augmentant la puissance, ces résonances
accidentelles disparaissent et d’autres apparaissent. En choisissant les paramètres du
système, il est important de s’assurer que les énergies des états pairs, représentés
par des cercles, soient éloignées des droites pointillées bleues et que les énergies des
états impairs, représentés par des carrés, soient éloignées des lignes pointillées oranges.
Cependant, ajouter des photons à l’oscillateur modifie la valeur effective de 𝐸𝐽 et
des résonances apparaissent et disparaissent à mesure qu’on ajoute des photons au
système. On a choisi les paramètres du système simulé ici afin que les résonances avec
les niveaux 4, 6 et 7 existent seulement à basse puissance, lorsque l’amplitude des
oscillations est moins importante.
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Figure 3.7 – Population des niveaux supérieurs du transmon après la mesure lorsque
le qubit est initialisé (a) dans l’état |0⟩ et (b) dans l’état |1⟩. On remarque que la fuite
des populations logiques change de destination à mesure qu’on augmente la puissance
de mesure. Lorsqu’il est initialisé dans l’état |1⟩, la population finale de l’état |0⟩
dépend du taux de relaxation du qubit.
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Figure 3.8 – Énergies propres de l’hamiltonien de couplage inductif lorsque le système
contient (a) entre 10 et 13 photons et lorsqu’il contient (b) entre 30 et 33 photons. On
voit qu’une résonance entre les niveaux 0, 4 et 6 et les niveaux 1 et 7 existe à environ
10 photons et est disparu à 30 photons.
La fidélité peut être calculée avec la borne inférieure donnée à l’équation (2.29).
La figure (3.9) présente le temps nécessaire pour que la mesure atteigne une fidélité
de 99.9% pour différents nombres de photons moyen utilisé (?¯?𝑝). En ordonnée, ce
graphique présente l’aspect non QND pour chacune des mesures simulées. Les chiffres
sont impressionnants : avec des temps caractéristiques réalistes pour le transmon, il est
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Figure 3.9 – Infidélité pendant la mesure pour différentes puissances caractérisées
par le nombre de photons moyen. L’aspect QND, 𝑄𝑁𝐷, diminue lorsque la puissance
de mesure augmente. L’effet du temps de relaxation n’est pas considéré.
possible d’obtenir une fidélité et un aspect QND au-dessus de 99.9% et ce, en moins
de 15 ns. Si l’on utilise le nombre de photons critique pour l’hamiltonien transverse
équivalent tracé dans les figures (3.5) (a) et (b), le temps nécessaire pour obtenir une
telle fidélité monte à 84 ns. Une des conclusions les plus importantes de mon travail est
donc qu’une mesure près de 6 fois plus rapide que la mesure conventionnelle pourrait
être réalisée avec le circuit de couplage inductif.
3.2.8 Asymétrie entre les jonctions
Comme expliqué précédemment, le circuit considéré dans ce travail nécessite deux
jonctions Josephson identiques. Expérimentalement, il est cependant inévitable qu’une
différence existe entre les deux valeurs de 𝐸𝐽𝑞 de telle sorte que l’hamiltonien de
couplage devienne
𝐻𝑐 = 2?˜?𝐽 cos (𝜃) cos
(︀
𝜑
[︀
𝑎+ 𝑎†
]︀)︀−Δ𝐸𝐽 sin (𝜃) sin (︀𝜑 [︀𝑎+ 𝑎†]︀)︀, (3.26)
où ?˜?𝐽 et Δ𝐸𝐽 sont respectivement la valeur moyenne des deux énergies Josephson et
leur différence. La constante 𝛿 sera utilisée pour désigner le rapport Δ𝐸𝐽/2?˜?𝐽 . En
faisant l’expansion au premier ordre des fonctions sinus, on s’apperçoit que le nouveau
terme mène à un couplage de type transverse entre le transmon et l’oscillateur. On
pourrait donc s’attendre, dans une réalisation expérimentale, à retrouver certains des
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désavantages liés à l’habillage du transmon par l’oscillateur décrits à la section (2.4).
L’amplitude du couplage transverse résultant est donnée par
𝑔𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 = 𝛿2𝐸𝐽𝜑𝜃 (3.27)
et a une valeur entre 1 et 10 MHz lorsque 𝛿 = 1% pour des paramètres de circuit sont
réalistes. Ce couplage transverse résiduel est donc faible par rapport au désaccord de
plus de 1 GHz entre la fréquence du qubit et celle de l’oscillateur. Il est possible de
choisir un grand désaccord sans compromettre la vitesse de la mesure puisque 𝜒 n’est
pas inversement proportionnel à Δ. En analysant l’effet de l’asymétrie dans le cas du
circuit réalisé à l’institut Néel de Grenoble au chapitre 4, nous montrons que ce type
de couplage diminue légèrement l’aspect QND pour des mesures à grand nombre de
photons. Pour les paramètres du circuit de Grenoble, l’asymétrie de 𝛿 = 2.6% réduit
l’aspect QND de seulement 0.06%.
3.2.9 Absence d’anticroisement dans le spectre de charge
À la section (2.4.1), nous avons montré que l’ajout de photons à un oscillateur
peut entraîner un couplage entre les niveaux logiques et les états ionisés si le couplage
est transverse. Afin d’évaluer si ce type de couplage existe pour l’hamiltonien de
couplage inductif, son spectre peut également être tracé en fonction du biais de charge
𝑛𝑔. En analysant les bandes du spectre, on s’aperçoit qu’il n’y a pas d’anticroisements
entre les états ionisés et les états logiques du transmon. Il n’y aurait donc pas de
couplage qui générerait de la fuite vers les états ionisés lors d’une mesure à grand
nombre de photons. La figure (3.10) permet de se convaincre de l’absence de couplage
en montrant les bandes des mêmes états qu’à la figure (2.7).
Bref, contrairement au couplage transverse, il ne semble pas y avoir de mécanisme
favorisant l’excitation des états ionisés pendant la mesure. Ceci, combiné au fait qu’on
peut ajouter entre 5 et 10 fois plus de photons que la valeur de 𝑛𝑐𝑟𝑖𝑡 tout en conservant
l’aspect QND de la mesure permet de penser qu’une implémentation expérimentale
de ce circuit pourrait éventuellement mener à la mesure QND la plus rapide jamais
réalisée sur un qubit supraconducteur.
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Figure 3.10 – Spectre de l’hamiltonien longitudinal à l’énergie des états
⃒⃒⃒̃︂12𝑔⟩ et⃒⃒⃒ ̃︁11𝑒⟩. La figure de gauche montre l’absence d’anticroisements et donc, de couplage
entre les états logiques et les états ionisés du transmon.
Chapitre 4
Implémentations expérimentales de la
mesure longitudinale
Vers la fin de ma maîtrise, j’ai eu la chance d’analyser les réalisations expérimentales
du couplage inductif de deux groupes expérimentaux. À l’institut Néel de Grenoble,
on réalise la mesure par l’entremise d’une cavité 3D couplée de manière transverse
au mode antisymétrique (Φ) du circuit présenté à la figure (3.2). On appelle ce mode
antisymétrique le mode ancillaire. Sur ce dispositif, le groupe est déjà parvenu à réaliser
des mesures sous les 100 ns. Ils travaillent encore à l’amélioration de ces résultats
avant de les publier. De leur côté, le MIT opte pour une réalisation complètement 2D.
Un résonateur coplanaire 𝜆/4 est mis à la terre par l’entremise du circuit analysé au
chapitre précédent. Aucune mesure rapide n’a encore été réussie, mais le dispositif a
bien été compris et on s’attend à obtenir des résultats concluants lors de la prochaine
itération de fabrication. Ces deux réalisations sont brièvement présentées dans ce
chapitre.
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…
Ci
<latexit sha1_base64="544aLmBMky7d l4Axvc+4JqbkKtI=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRCVAgio4khOQXaXoq0R oM2TRxVjvOA5RgktZYYUSJDUmocRccee21/QX9NT0VPBfoD6n/RmeGSoimRq2Ul2Nod znzz4Ozs7Fq+64RRs/n3hYtvvPnW2+9curxx5d333v9g8+qHj0JvEtjiwPZcL3himaF wnbE4iJzIFU/8QJgjyxWPreEuPX88FUHoeOOH0akvjkZmf+ycOLYZIWl/99g53qw3t 5v8MZYHLTmog/y0vatXfoYu9MADGyYwAgFjiHDsggkhfg+hBU3wkXYEM6QFOHL4uYA5 bKDsBLkEcphIHeL/Ps4OJXWMc8IMWdpGLS7+BShpwDWU8ZAvwDFpM/j5hJGJWoQ9Y0y y7RR/LYk1QmoEA6Sq5BLOdeXIlwhO4Av2wUGffKaQd7ZEmXBUyHIj41WECD7SaNzD5w GObZZM4mywTMi+U2xNfv4vcxKV5rbkncAZW7mB+tb/ErcBe2zTFJHcjEYP7SD/x2idY OyE/xu2xZDPDIyFQAviGI1x/FNOeob0mGfOGXPEFLI75FiINM4zeI14deQxkCNg+b7M pnkpvsXcavwuZ1OCmuh6vQb+kNF3KqHTaEfbpyHnr1pnHNsZa5unsZixzrlSy4gtOYR bCi0LVNJC2FnNt1JNZTli4ErxOOO7mPshZr2hiIDPWZP1MpFs4GyL/X2J83hVCmVE/ QI0fZwipOuaWFaKlES4uk0RvCqMVrMgWvH7+kG+nztc64c4CrlCUT0q1zrOaRyvoeUF 5peFVqmrRt6fpnZUJjmEljZCP4fQ10YQOQRREKNslMLMaqFdI+R4OTgaZ9bViLUle8A IKQHvUfEeEdPNVK7cyinvveezJ6bpeTtdsTZimiovFrtj1i/ajWhnPWM/KHdUOfkc5+ cteA43mKbnySqkISIVo8X+fMf79Yhjnlgc8prysZqe4bMFtcyCp2vU/6dwnFblZ2nVb yA/PRf8/m9wHRig1rIa8C3SfdmFmJlcm+LMXcNagZxVd+D8zlhk4yNpH62LULF7JPkc j0luxhS9LEiyOYviV0AZLqEMC1CuleJ0GKejLddmubam1R2Z/YnNHW2/2zmEdgFCwPl ShCK4m1bnlsWniF7a/9MsWR2qTmiyZv4OeJz1aYFflLf3WSbg05FqHcW65uc8T3Aey DODma6BMiQvrcR5nPv/o75O4d5SLt+rsCL2l1D2K6DcXUK5W/gmYt/bSKOTpKP5XkLu RtT5QTt1nylUmV/JGqfrWYi8+tpeVtZ2WkHbaWVtcf+sq+/TyvpGvF/r6rtZWd88h7Z Yebus01zRy9Ev9QsDvi3Icnhaq97MrPvVfpqa/pj4W473DOieyNTujfeUtu6VVNUOx3 eAnDexAgnslyNFT+Cm2lzJ31BYGKQSQaptS9pQLOUoItZNxxZ+Z/C9do4J5lwnp5Oxz X3c+d2wTEMbkTx5B6Gro809KGkq6jjLPHuR0dmQvcFJavnWGh3bgM/P8czkdxhTyk/i HszT0XIX0VB2EBbvscUIWxKhrFPry1P3IgLZ+IaZOKisiTL9byJPp5IZPJR9cLk8VZo e152FLQ8yb7W8Atp8i0p7us16u/AJcvW40+gzavEOfYczj06zXwPdNA/gOnf7Hdyv2 /i7A02+ed7gqkO5QScIunfeR43Giow0uLcw8O8ya1jcYTspR5iefgJJ6cl8p5P36fFm vZW/K18eHOxsf7nd+vGz+u2v5DX6JfgYXW+gwZ/DbTwatuEAlfThF/gVfqv9Xvuj9mf tr5j14gUp8xGc+9T++Q+//rDq</latexit><latexit sha1_base64="544aLmBMky7d l4Axvc+4JqbkKtI=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRCVAgio4khOQXaXoq0R oM2TRxVjvOA5RgktZYYUSJDUmocRccee21/QX9NT0VPBfoD6n/RmeGSoimRq2Ul2Nod znzz4Ozs7Fq+64RRs/n3hYtvvPnW2+9curxx5d333v9g8+qHj0JvEtjiwPZcL3himaF wnbE4iJzIFU/8QJgjyxWPreEuPX88FUHoeOOH0akvjkZmf+ycOLYZIWl/99g53qw3t 5v8MZYHLTmog/y0vatXfoYu9MADGyYwAgFjiHDsggkhfg+hBU3wkXYEM6QFOHL4uYA5 bKDsBLkEcphIHeL/Ps4OJXWMc8IMWdpGLS7+BShpwDWU8ZAvwDFpM/j5hJGJWoQ9Y0y y7RR/LYk1QmoEA6Sq5BLOdeXIlwhO4Av2wUGffKaQd7ZEmXBUyHIj41WECD7SaNzD5w GObZZM4mywTMi+U2xNfv4vcxKV5rbkncAZW7mB+tb/ErcBe2zTFJHcjEYP7SD/x2idY OyE/xu2xZDPDIyFQAviGI1x/FNOeob0mGfOGXPEFLI75FiINM4zeI14deQxkCNg+b7M pnkpvsXcavwuZ1OCmuh6vQb+kNF3KqHTaEfbpyHnr1pnHNsZa5unsZixzrlSy4gtOYR bCi0LVNJC2FnNt1JNZTli4ErxOOO7mPshZr2hiIDPWZP1MpFs4GyL/X2J83hVCmVE/ QI0fZwipOuaWFaKlES4uk0RvCqMVrMgWvH7+kG+nztc64c4CrlCUT0q1zrOaRyvoeUF 5peFVqmrRt6fpnZUJjmEljZCP4fQ10YQOQRREKNslMLMaqFdI+R4OTgaZ9bViLUle8A IKQHvUfEeEdPNVK7cyinvveezJ6bpeTtdsTZimiovFrtj1i/ajWhnPWM/KHdUOfkc5+ cteA43mKbnySqkISIVo8X+fMf79Yhjnlgc8prysZqe4bMFtcyCp2vU/6dwnFblZ2nVb yA/PRf8/m9wHRig1rIa8C3SfdmFmJlcm+LMXcNagZxVd+D8zlhk4yNpH62LULF7JPkc j0luxhS9LEiyOYviV0AZLqEMC1CuleJ0GKejLddmubam1R2Z/YnNHW2/2zmEdgFCwPl ShCK4m1bnlsWniF7a/9MsWR2qTmiyZv4OeJz1aYFflLf3WSbg05FqHcW65uc8T3Aey DODma6BMiQvrcR5nPv/o75O4d5SLt+rsCL2l1D2K6DcXUK5W/gmYt/bSKOTpKP5XkLu RtT5QTt1nylUmV/JGqfrWYi8+tpeVtZ2WkHbaWVtcf+sq+/TyvpGvF/r6rtZWd88h7Z Yebus01zRy9Ev9QsDvi3Icnhaq97MrPvVfpqa/pj4W473DOieyNTujfeUtu6VVNUOx3 eAnDexAgnslyNFT+Cm2lzJ31BYGKQSQaptS9pQLOUoItZNxxZ+Z/C9do4J5lwnp5Oxz X3c+d2wTEMbkTx5B6Gro809KGkq6jjLPHuR0dmQvcFJavnWGh3bgM/P8czkdxhTyk/i HszT0XIX0VB2EBbvscUIWxKhrFPry1P3IgLZ+IaZOKisiTL9byJPp5IZPJR9cLk8VZo e152FLQ8yb7W8Atp8i0p7us16u/AJcvW40+gzavEOfYczj06zXwPdNA/gOnf7Hdyv2 /i7A02+ed7gqkO5QScIunfeR43Giow0uLcw8O8ya1jcYTspR5iefgJJ6cl8p5P36fFm vZW/K18eHOxsf7nd+vGz+u2v5DX6JfgYXW+gwZ/DbTwatuEAlfThF/gVfqv9Xvuj9mf tr5j14gUp8xGc+9T++Q+//rDq</latexit><latexit sha1_base64="544aLmBMky7d l4Axvc+4JqbkKtI=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRCVAgio4khOQXaXoq0R oM2TRxVjvOA5RgktZYYUSJDUmocRccee21/QX9NT0VPBfoD6n/RmeGSoimRq2Ul2Nod znzz4Ozs7Fq+64RRs/n3hYtvvPnW2+9curxx5d333v9g8+qHj0JvEtjiwPZcL3himaF wnbE4iJzIFU/8QJgjyxWPreEuPX88FUHoeOOH0akvjkZmf+ycOLYZIWl/99g53qw3t 5v8MZYHLTmog/y0vatXfoYu9MADGyYwAgFjiHDsggkhfg+hBU3wkXYEM6QFOHL4uYA5 bKDsBLkEcphIHeL/Ps4OJXWMc8IMWdpGLS7+BShpwDWU8ZAvwDFpM/j5hJGJWoQ9Y0y y7RR/LYk1QmoEA6Sq5BLOdeXIlwhO4Av2wUGffKaQd7ZEmXBUyHIj41WECD7SaNzD5w GObZZM4mywTMi+U2xNfv4vcxKV5rbkncAZW7mB+tb/ErcBe2zTFJHcjEYP7SD/x2idY OyE/xu2xZDPDIyFQAviGI1x/FNOeob0mGfOGXPEFLI75FiINM4zeI14deQxkCNg+b7M pnkpvsXcavwuZ1OCmuh6vQb+kNF3KqHTaEfbpyHnr1pnHNsZa5unsZixzrlSy4gtOYR bCi0LVNJC2FnNt1JNZTli4ErxOOO7mPshZr2hiIDPWZP1MpFs4GyL/X2J83hVCmVE/ QI0fZwipOuaWFaKlES4uk0RvCqMVrMgWvH7+kG+nztc64c4CrlCUT0q1zrOaRyvoeUF 5peFVqmrRt6fpnZUJjmEljZCP4fQ10YQOQRREKNslMLMaqFdI+R4OTgaZ9bViLUle8A IKQHvUfEeEdPNVK7cyinvveezJ6bpeTtdsTZimiovFrtj1i/ajWhnPWM/KHdUOfkc5+ cteA43mKbnySqkISIVo8X+fMf79Yhjnlgc8prysZqe4bMFtcyCp2vU/6dwnFblZ2nVb yA/PRf8/m9wHRig1rIa8C3SfdmFmJlcm+LMXcNagZxVd+D8zlhk4yNpH62LULF7JPkc j0luxhS9LEiyOYviV0AZLqEMC1CuleJ0GKejLddmubam1R2Z/YnNHW2/2zmEdgFCwPl ShCK4m1bnlsWniF7a/9MsWR2qTmiyZv4OeJz1aYFflLf3WSbg05FqHcW65uc8T3Aey DODma6BMiQvrcR5nPv/o75O4d5SLt+rsCL2l1D2K6DcXUK5W/gmYt/bSKOTpKP5XkLu RtT5QTt1nylUmV/JGqfrWYi8+tpeVtZ2WkHbaWVtcf+sq+/TyvpGvF/r6rtZWd88h7Z Yebus01zRy9Ev9QsDvi3Icnhaq97MrPvVfpqa/pj4W473DOieyNTujfeUtu6VVNUOx3 eAnDexAgnslyNFT+Cm2lzJ31BYGKQSQaptS9pQLOUoItZNxxZ+Z/C9do4J5lwnp5Oxz X3c+d2wTEMbkTx5B6Gro809KGkq6jjLPHuR0dmQvcFJavnWGh3bgM/P8czkdxhTyk/i HszT0XIX0VB2EBbvscUIWxKhrFPry1P3IgLZ+IaZOKisiTL9byJPp5IZPJR9cLk8VZo e152FLQ8yb7W8Atp8i0p7us16u/AJcvW40+gzavEOfYczj06zXwPdNA/gOnf7Hdyv2 /i7A02+ed7gqkO5QScIunfeR43Giow0uLcw8O8ya1jcYTspR5iefgJJ6cl8p5P36fFm vZW/K18eHOxsf7nd+vGz+u2v5DX6JfgYXW+gwZ/DbTwatuEAlfThF/gVfqv9Xvuj9mf tr5j14gUp8xGc+9T++Q+//rDq</latexit><latexit sha1_base64="544aLmBMky7d l4Axvc+4JqbkKtI=">AAAYInicpVhLb9tGEJ6kr8Tpw2kPOvRCVAgio4khOQXaXoq0R oM2TRxVjvOA5RgktZYYUSJDUmocRccee21/QX9NT0VPBfoD6n/RmeGSoimRq2Ul2Nod znzz4Ozs7Fq+64RRs/n3hYtvvPnW2+9curxx5d333v9g8+qHj0JvEtjiwPZcL3himaF wnbE4iJzIFU/8QJgjyxWPreEuPX88FUHoeOOH0akvjkZmf+ycOLYZIWl/99g53qw3t 5v8MZYHLTmog/y0vatXfoYu9MADGyYwAgFjiHDsggkhfg+hBU3wkXYEM6QFOHL4uYA5 bKDsBLkEcphIHeL/Ps4OJXWMc8IMWdpGLS7+BShpwDWU8ZAvwDFpM/j5hJGJWoQ9Y0y y7RR/LYk1QmoEA6Sq5BLOdeXIlwhO4Av2wUGffKaQd7ZEmXBUyHIj41WECD7SaNzD5w GObZZM4mywTMi+U2xNfv4vcxKV5rbkncAZW7mB+tb/ErcBe2zTFJHcjEYP7SD/x2idY OyE/xu2xZDPDIyFQAviGI1x/FNOeob0mGfOGXPEFLI75FiINM4zeI14deQxkCNg+b7M pnkpvsXcavwuZ1OCmuh6vQb+kNF3KqHTaEfbpyHnr1pnHNsZa5unsZixzrlSy4gtOYR bCi0LVNJC2FnNt1JNZTli4ErxOOO7mPshZr2hiIDPWZP1MpFs4GyL/X2J83hVCmVE/ QI0fZwipOuaWFaKlES4uk0RvCqMVrMgWvH7+kG+nztc64c4CrlCUT0q1zrOaRyvoeUF 5peFVqmrRt6fpnZUJjmEljZCP4fQ10YQOQRREKNslMLMaqFdI+R4OTgaZ9bViLUle8A IKQHvUfEeEdPNVK7cyinvveezJ6bpeTtdsTZimiovFrtj1i/ajWhnPWM/KHdUOfkc5+ cteA43mKbnySqkISIVo8X+fMf79Yhjnlgc8prysZqe4bMFtcyCp2vU/6dwnFblZ2nVb yA/PRf8/m9wHRig1rIa8C3SfdmFmJlcm+LMXcNagZxVd+D8zlhk4yNpH62LULF7JPkc j0luxhS9LEiyOYviV0AZLqEMC1CuleJ0GKejLddmubam1R2Z/YnNHW2/2zmEdgFCwPl ShCK4m1bnlsWniF7a/9MsWR2qTmiyZv4OeJz1aYFflLf3WSbg05FqHcW65uc8T3Aey DODma6BMiQvrcR5nPv/o75O4d5SLt+rsCL2l1D2K6DcXUK5W/gmYt/bSKOTpKP5XkLu RtT5QTt1nylUmV/JGqfrWYi8+tpeVtZ2WkHbaWVtcf+sq+/TyvpGvF/r6rtZWd88h7Z Yebus01zRy9Ev9QsDvi3Icnhaq97MrPvVfpqa/pj4W473DOieyNTujfeUtu6VVNUOx3 eAnDexAgnslyNFT+Cm2lzJ31BYGKQSQaptS9pQLOUoItZNxxZ+Z/C9do4J5lwnp5Oxz X3c+d2wTEMbkTx5B6Gro809KGkq6jjLPHuR0dmQvcFJavnWGh3bgM/P8czkdxhTyk/i HszT0XIX0VB2EBbvscUIWxKhrFPry1P3IgLZ+IaZOKisiTL9byJPp5IZPJR9cLk8VZo e152FLQ8yb7W8Atp8i0p7us16u/AJcvW40+gzavEOfYczj06zXwPdNA/gOnf7Hdyv2 /i7A02+ed7gqkO5QScIunfeR43Giow0uLcw8O8ya1jcYTspR5iefgJJ6cl8p5P36fFm vZW/K18eHOxsf7nd+vGz+u2v5DX6JfgYXW+gwZ/DbTwatuEAlfThF/gVfqv9Xvuj9mf tr5j14gUp8xGc+9T++Q+//rDq</latexit>
Cn
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Figure 4.1 – Circuit discret effectif du dispositif fabriqué au MIT.
4.1 Réalisation au MIT
La figure (4.1) présente une version discrète du circuit en deux dimensions fabriqué
au MIT. La partie bleue correspond à un résonateur coplanaire 𝜆/4. L’extrémité gauche
du résonateur est ouverte tandis que l’extrémité droite est connectée à la terre par
une jonction Josephson de grande énergie 𝐸𝐽𝑟. La partie verte correspond au circuit
du transmon longitudinalement couplé au résonateur. La différence entre ce circuit et
celui étudié au chapitre 3 est que le transmon est inductivement couplé à l’ensemble
des modes d’un résonateur coplanaire.
Si l’on traite les jonctions Josephson comme des inductances linéaires, le lagrangien
de ce circuit peut s’écrire sous la forme
ℒ =
∑︁
𝑖,𝑗
𝐶𝑖𝑗
2
dΦ𝑖𝑗
d𝑡
− 1
2𝐿𝑖𝑗
Φ𝑖𝑗, (4.1)
où 𝐶𝑖𝑗 et 𝐿𝑖𝑗 sont les capacités et les inductances liant les noeuds 𝑖 et 𝑗 tandis que
les flux de noeuds Φ𝑖𝑗 = Φ𝑖 − Φ𝑗. On peut représenter les capacités 𝐶𝑖𝑗 et les valeurs
inverses des inductances 1/𝐿𝑖𝑗 sous leur forme matricielle respectivement donnée par C
64
0 50 100 150 A E
i
1.0
0.5
0.0
0.5
1.0
Am
pl
itu
de
 n
or
m
al
isé
e
r0 = 4.77GHz
r1 = 14.35GHz
q = 6.32GHz 
Figure 4.2 – Représentation dans l’espace des flux de noeud des trois premiers modes
propres du circuit. Les deux derniers points représentent respectivement le noeud Φ𝐴
et le noeud Φ𝐸. Les fréquences 𝜔𝑟0 et 𝜔𝑟1 sont celles des deux premiers modes propres
du résonateur et 𝜔𝑞 est la fréquence de la première transition du transmon.
et L−1. En utilisant les équations de Lagrange, on peut obtenir l’équation différentielle
C ¨¯Φ = −L−1Φ¯, (4.2)
où Φ¯ est un vecteur contenant l’ensemble des flux de noeud. Les modes propres du
système peuvent donc être trouvés numériquement en diagonalisant la matrice L−1C−1.
Avec les paramètres fournis par le MIT pour le circuit représenté à la figure (4.1) et
une discrétisation du circuit en 200 noeuds, les vecteurs propres des trois premiers
modes sont tracés à la figure (4.2). Les deux premiers modes du résonateur sont en
bleu et en orange. Le mode du qubit, en vert, ne dépend pas des flux de noeud du
résonateur et est seulement défini par les oscillations du flux de noeud Φ𝐸.
L’hamiltonien du circuit peut être écrit avec les deux seuls modes qui sont dans
le domaine de fréquence qui nous intéresse, soit le premier mode du résonateur et le
mode du qubit. Pour chacun des modes représenté sur la figure (4.2), chaque point
d’une même courbe oscille en phase à la fréquence de résonance du mode. Ainsi, le
rapport entre le flux de noeud Φ𝐴 et le flux de noeud du premier mode du résonateur,
Φ, est constant. Dans l’hamiltonien de couplage du système on peut donc remplacer
le flux de noeud Φ𝐴 par 𝜂Φ, où 𝜂 est le rapport entre l’amplitude des oscillations du
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premier mode propre du résonateur et celle du flux de noeud Φ𝐴 [36]. L’hamiltonien
est alors le même que celui étudié au chapitre 3, soit
𝐻 =
𝑝2Φ
2𝐶Φ
+
Φ2
2𝐿Φ
+
𝑝2Θ
2𝐶Θ
− 2𝐸𝐽𝑞 cos
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
Θ+
Φ𝑥
2
)︂]︂
cos
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
𝜂Φ− Φ𝑥
2
)︂]︂
−Δ𝐸𝐽𝑞 sin
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
Θ+
Φ𝑥
2
)︂]︂
sin
[︂
2𝜋
Φ0
(︂
𝜂Φ− Φ𝑥
2
)︂]︂
− 𝑔𝑥𝑝Θ𝑝Φ.
(4.3)
On a ajouté un couplage transverse résiduel 𝑔𝑥 provenant de l’asymétrie entre les deux
capacités de shunt 𝐶𝑆.
4.1.1 Analyse des mesures expérimentales du décalage AC de
Stark
Afin de s’assurer que la physique des circuits fabriqués au MIT corresponde à celle
de l’hamiltonien de l’Éq. (4.3), des mesures du décalage de Stark ont été effectuées
pour différentes valeurs du flux externe Φ𝑥. Des spectres du système ont également
été mesurés.
La figure (4.3) présente, en vert, le spectre mesuré pour deux différentes intervalles
du flux externe. Le premier spectre permet d’extraire les paramètres du transmon. On
y voit effectivement la transition à 1 photon vers le premier niveau excité ainsi que la
transition à 2 photons permettant d’exciter le deuxième niveau. Les valeurs de 𝐸𝐽𝑞
et de 𝐸𝐶 peuvent en être déduites. Le second spectre montre l’anticroisement entre
les premiers états excités du qubit et du résonateur. Cet anticroisement permet de
déduire qu’il existe un couplage transverse entre les deux modes.
Pour arriver à aligner le modèle avec les mesures de spectre, il est donc important
de considérer le terme de couplage transverse dans l’hamiltonien de l’Éq. (4.3). Les
points bleus et orange montrent les fréquences obtenues par la diagonalisation de
l’hamiltonien complet. Pour un couplage transverse de 75 MHz, le modèle est bien
aligné aux mesures.
Le décalage Stark peut aussi être calculé à partir des énergies propres de l’hamil-
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Figure 4.3 – (a) Spectre de la première transition à un photon et de la première
transition à deux photons du transmon. (b) Spectre au niveau de l’anticroisement
entre le premier mode du résonateur et le premier mode du transmon. L’alignement
entre le modèle et l’expérience est presque parfait. Dans les deux figures, les lignes
vertes sont le résultat de l’expérience tandis que les points rouges et orange sont le
résultat des simulations.
tonien de l’Éq. (4.3) avec l’équation
𝜒 =
1
2
[︁
(𝐸 ̃︀1𝑒 − 𝐸 ̃︀0𝑒)−
(︁
𝐸̃︁1𝑔 − 𝐸̃︁0𝑔
)︁]︁
, (4.4)
où les énergies propres 𝐸̃︂𝑛𝑝𝑖 sont associées au nombre de photons 𝑛𝑝 dans l’oscillateur
et au nombre d’excitations 𝑖 dans le transmon, comme à la section (2.4.1). En utilisant
cette équation, on obtient la courbe orange sur la figure (4.4) (a) qui est tracée en
fonction du désaccord entre les fréquences des deux modes. En gardant le couplage
transverse égal à 75 MHz et en ajoutant une asymétrie de 2.5% entre les jonctions, le
modèle peut être presque parfaitement aligné aux mesures de 𝜒. Les courbes pointillées
montrent les contributions des différents termes de l’hamiltonien à la valeur de 𝜒.
Comme on s’y attend, la contribution du couplage transverse est à son maximum à la
résonance entre les deux modes puisqu’elle suit approximativement l’équation (2.12).
La contribution du couplage inductif, quant à elle, augmente continuellement avec
la diminution du désaccord. Pour déterminer l’origine de cette augmentation, il est
important d’étudier comment évolue le couplage inductif avec le flux 𝜑𝑥. Pour un flux
externe constant et une asymétrie nulle entre les jonctions, l’hamiltonien de couplage
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Figure 4.4 – (a) Décalage AC de Stark de l’oscillateur en fonction du désaccord entre
la fréquence du qubit et la fréquence de l’oscillateur. (b) Spectre du système montrant
l’anticroisement à 𝜑𝑥 = 0.9 entre l’état
⃒⃒⃒ ̃︀1𝑔⟩ et l’état ⃒⃒⃒ ̃︀0𝑒⟩ issu du couplage transverse,
puis l’anticroisement entre l’état
⃒⃒⃒ ̃︀1𝑔⟩ et l’état ⃒⃒⃒̃︁0𝑓⟩, issu du terme de l’Éq. (4.6).
inductif du système peut s’écrire
𝐻𝐶 = −2𝐸𝐽𝑞 cos 𝜃
[︂
cos𝜑 cos
𝜑𝑥
2
+ sin𝜑 sin
𝜑𝑥
2
]︂
. (4.5)
Le terme proportionnel à cos 𝜃 sin𝜑 augmente avec le flux externe entre 𝜑𝑥 = 0 et
𝜑𝑥 = 𝜋/4 et, aux premiers ordres, s’approxime à l’aide des opérateurs échelles par
𝐻𝐶 = 2𝐸𝐽𝑞 sin
(︂
𝜑𝑥
2
)︂
𝜑
𝜃2
2
(︀
𝑎𝑏†2 + 𝑎†𝑏2
)︀
(4.6)
où 𝜑 et 𝜃 sont les constantes données à l’Éq. (3.6). Ce terme couple les états
⃒⃒⃒̃︁0𝑓⟩ et⃒⃒⃒ ̃︀1𝑔⟩. En s’approchant de la résonance entre ces deux états, que l’on voit sur la figure
(4.4) (b) à l’anticroisement entre la courbe orange et la courbe verte, la fréquence de
la transition entre les états
⃒⃒⃒ ̃︀0𝑔⟩ et ⃒⃒⃒ ̃︀1𝑔⟩ change et 𝜒 augmente. Bien que le couplage
inductif soit à l’origine de cette augmentation, l’habillage des deux systèmes entraîne
des problèmes similaires à ceux du couplage transverse et la mesure longitudinale ne
peut pas être réalisée à ces valeurs de 𝜑𝑥.
Pour que seul le terme dispersif du couplage inductif contribue à 𝜒, le système
doit être utilisé avec un flux externe nul. Malheureusement, le dispositif étudié semble
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contenir un grand couplage transverse parasite dont la contribution au décalage
dispersif équivaut à flux nul à celle du couplage inductif.
Grâce à la diagonalisation de l’hamiltonien complet, on a tout de même pu
s’assurer que la physique du circuit est bien comprise. La prochaine étape consiste
donc à fabriquer de nouveaux dispositifs où les paramètres seront choisis afin que
le décalage dispersif soit dominé par le couplage inductif à 𝜑𝑥 = 0. Pour y arriver,
le résonateur sera fortement désaccordé du transmon et on s’assurera que le noeud
identifié par Φ𝐸 ne soit pas capacitivement couplé à la masse.
4.2 Réalisation à l’institut Néel
Le couplage inductif est depuis longtemps étudié à l’institut Néel, à Grenoble
[1], et après avoir démontré son existence dans un circuit semblable à celui étudié au
chapitre 3, on essaie maintenant d’utiliser ce même circuit pour réaliser une mesure
rapide, QND et de haute fidélité. Pour y arriver, on intègre la boucle verte du circuit
présenté à la figure (4.5) à l’intérieur d’une cavité 3D de sorte que le champ électrique
de la cavité soit parallèle à l’inductance 𝐿𝐽 . De cette manière, le champ électrique de
la cavité 3D se couple au mode antisymétrique (ancillaire) du circuit sans se coupler
au mode du qubit. La cavité 3D est couplée à l’environnement et on arrive à faire une
mesure du qubit par l’entremise d’un des modes habillés entre le mode de la cavité 3D
et le mode ancillaire. Le circuit effectif du système total est présenté à la figure (4.5).
Dans la réalisation expérimentale, l’inductance 𝐿𝐽 est une super-inductance formée
par plusieurs boucles SQUID en série. J’ai analysé l’effet Purcell du système et l’effet
de l’asymétrie des jonctions sur l’aspect QND de la mesure.
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Cin
<latexit sha1_base64="JfT6Dv88 gXFGU6J+aA97u0tsWMw=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR 1F2xG8FNBdMWainJdFrHpklMJkop3fgFbvXHxD/Qv/DOmIJaRCckOXPuPW fm3utFvkikZb3mjLn5hcWl/HJhZXVtfaO4uVVPwjRm3GGhH8ZNz024LwLu SCF93oxi7g49nze8QVXFG3c8TkQYXMpRxNtDtx+InmCuJKpe7YxFMOkUS1 bZ0sucBXYGSshWLSy+4ApdhGBIMQRHAEnYh4uEnhZsWIiIa2NMXExI6DjH BAXSppTFKcMldkDfPu1aGRvQXnkmWs3oFJ/emJQm9kgTUl5MWJ1m6niqnR X7m/dYe6q7jejvZV5DYiWuif1LN838r07VItHDsa5BUE2RZlR1LHNJdVfU zc0vVUlyiIhTuEvxmDDTymmfTa1JdO2qt66Ov+lMxao9y3JTvKtb0oDtn+ OcBc5B+aRsXxyWKqfZpPPYwS72aZxHqOAMNThkfYNHPOHZODdujXtj9Jlq 5DLNNr4t4+EDRk+RfA==</latexit><latexit sha1_base64="JfT6Dv88 gXFGU6J+aA97u0tsWMw=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR 1F2xG8FNBdMWainJdFrHpklMJkop3fgFbvXHxD/Qv/DOmIJaRCckOXPuPW fm3utFvkikZb3mjLn5hcWl/HJhZXVtfaO4uVVPwjRm3GGhH8ZNz024LwLu SCF93oxi7g49nze8QVXFG3c8TkQYXMpRxNtDtx+InmCuJKpe7YxFMOkUS1 bZ0sucBXYGSshWLSy+4ApdhGBIMQRHAEnYh4uEnhZsWIiIa2NMXExI6DjH BAXSppTFKcMldkDfPu1aGRvQXnkmWs3oFJ/emJQm9kgTUl5MWJ1m6niqnR X7m/dYe6q7jejvZV5DYiWuif1LN838r07VItHDsa5BUE2RZlR1LHNJdVfU zc0vVUlyiIhTuEvxmDDTymmfTa1JdO2qt66Ov+lMxao9y3JTvKtb0oDtn+ OcBc5B+aRsXxyWKqfZpPPYwS72aZxHqOAMNThkfYNHPOHZODdujXtj9Jlq 5DLNNr4t4+EDRk+RfA==</latexit><latexit sha1_base64="JfT6Dv88 gXFGU6J+aA97u0tsWMw=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR 1F2xG8FNBdMWainJdFrHpklMJkop3fgFbvXHxD/Qv/DOmIJaRCckOXPuPW fm3utFvkikZb3mjLn5hcWl/HJhZXVtfaO4uVVPwjRm3GGhH8ZNz024LwLu SCF93oxi7g49nze8QVXFG3c8TkQYXMpRxNtDtx+InmCuJKpe7YxFMOkUS1 bZ0sucBXYGSshWLSy+4ApdhGBIMQRHAEnYh4uEnhZsWIiIa2NMXExI6DjH BAXSppTFKcMldkDfPu1aGRvQXnkmWs3oFJ/emJQm9kgTUl5MWJ1m6niqnR X7m/dYe6q7jejvZV5DYiWuif1LN838r07VItHDsa5BUE2RZlR1LHNJdVfU zc0vVUlyiIhTuEvxmDDTymmfTa1JdO2qt66Ov+lMxao9y3JTvKtb0oDtn+ OcBc5B+aRsXxyWKqfZpPPYwS72aZxHqOAMNThkfYNHPOHZODdujXtj9Jlq 5DLNNr4t4+EDRk+RfA==</latexit><latexit sha1_base64="JfT6Dv88 gXFGU6J+aA97u0tsWMw=">AAACyHicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR 1F2xG8FNBdMWainJdFrHpklMJkop3fgFbvXHxD/Qv/DOmIJaRCckOXPuPW fm3utFvkikZb3mjLn5hcWl/HJhZXVtfaO4uVVPwjRm3GGhH8ZNz024LwLu SCF93oxi7g49nze8QVXFG3c8TkQYXMpRxNtDtx+InmCuJKpe7YxFMOkUS1 bZ0sucBXYGSshWLSy+4ApdhGBIMQRHAEnYh4uEnhZsWIiIa2NMXExI6DjH BAXSppTFKcMldkDfPu1aGRvQXnkmWs3oFJ/emJQm9kgTUl5MWJ1m6niqnR X7m/dYe6q7jejvZV5DYiWuif1LN838r07VItHDsa5BUE2RZlR1LHNJdVfU zc0vVUlyiIhTuEvxmDDTymmfTa1JdO2qt66Ov+lMxao9y3JTvKtb0oDtn+ OcBc5B+aRsXxyWKqfZpPPYwS72aZxHqOAMNThkfYNHPOHZODdujXtj9Jlq 5DLNNr4t4+EDRk+RfA==</latexit>
Cout
<latexit sha1_base64="orc/UPfhJc ao1Yf4vmaivU4ecy0=">AAACyXicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xGx cuKhhbqKUk02kNzYvJRKylK7/ArX6Y+Af6F94ZU1CL6IQkZ849587ce70k8FNp Wa8FY25+YXGpuFxaWV1b3yhvbl2lcSYYd1gcxKLluSkP/Ig70pcBbyWCu6EX8KY 3rKt485aL1I+jSzlKeCd0B5Hf95kriWrWu+M4k5NuuWJVLb3MWWDnoIJ8NeLyC 67RQwyGDCE4IkjCAVyk9LRhw0JCXAdj4gQhX8c5JiiRNyMVJ4VL7JC+A9q1cza ivcqZajejUwJ6BTlN7JEnJp0grE4zdTzTmRX7W+6xzqnuNqK/l+cKiZW4IfYv31 T5X5+qRaKPY12DTzUlmlHVsTxLpruibm5+qUpShoQ4hXsUF4SZdk77bGpPqmtX vXV1/E0rFav2LNdmeFe3pAHbP8c5C5yD6knVvjis1E7zSRexg13s0ziPUMMZGn B0kY94wrNxbgjjzrj/lBqF3LONb8t4+ACgjpIH</latexit><latexit sha1_base64="orc/UPfhJc ao1Yf4vmaivU4ecy0=">AAACyXicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xGx cuKhhbqKUk02kNzYvJRKylK7/ArX6Y+Af6F94ZU1CL6IQkZ849587ce70k8FNp Wa8FY25+YXGpuFxaWV1b3yhvbl2lcSYYd1gcxKLluSkP/Ig70pcBbyWCu6EX8KY 3rKt485aL1I+jSzlKeCd0B5Hf95kriWrWu+M4k5NuuWJVLb3MWWDnoIJ8NeLyC 67RQwyGDCE4IkjCAVyk9LRhw0JCXAdj4gQhX8c5JiiRNyMVJ4VL7JC+A9q1cza ivcqZajejUwJ6BTlN7JEnJp0grE4zdTzTmRX7W+6xzqnuNqK/l+cKiZW4IfYv31 T5X5+qRaKPY12DTzUlmlHVsTxLpruibm5+qUpShoQ4hXsUF4SZdk77bGpPqmtX vXV1/E0rFav2LNdmeFe3pAHbP8c5C5yD6knVvjis1E7zSRexg13s0ziPUMMZGn B0kY94wrNxbgjjzrj/lBqF3LONb8t4+ACgjpIH</latexit><latexit sha1_base64="orc/UPfhJc ao1Yf4vmaivU4ecy0=">AAACyXicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xGx cuKhhbqKUk02kNzYvJRKylK7/ArX6Y+Af6F94ZU1CL6IQkZ849587ce70k8FNp Wa8FY25+YXGpuFxaWV1b3yhvbl2lcSYYd1gcxKLluSkP/Ig70pcBbyWCu6EX8KY 3rKt485aL1I+jSzlKeCd0B5Hf95kriWrWu+M4k5NuuWJVLb3MWWDnoIJ8NeLyC 67RQwyGDCE4IkjCAVyk9LRhw0JCXAdj4gQhX8c5JiiRNyMVJ4VL7JC+A9q1cza ivcqZajejUwJ6BTlN7JEnJp0grE4zdTzTmRX7W+6xzqnuNqK/l+cKiZW4IfYv31 T5X5+qRaKPY12DTzUlmlHVsTxLpruibm5+qUpShoQ4hXsUF4SZdk77bGpPqmtX vXV1/E0rFav2LNdmeFe3pAHbP8c5C5yD6knVvjis1E7zSRexg13s0ziPUMMZGn B0kY94wrNxbgjjzrj/lBqF3LONb8t4+ACgjpIH</latexit><latexit sha1_base64="orc/UPfhJc ao1Yf4vmaivU4ecy0=">AAACyXicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xGx cuKhhbqKUk02kNzYvJRKylK7/ArX6Y+Af6F94ZU1CL6IQkZ849587ce70k8FNp Wa8FY25+YXGpuFxaWV1b3yhvbl2lcSYYd1gcxKLluSkP/Ig70pcBbyWCu6EX8KY 3rKt485aL1I+jSzlKeCd0B5Hf95kriWrWu+M4k5NuuWJVLb3MWWDnoIJ8NeLyC 67RQwyGDCE4IkjCAVyk9LRhw0JCXAdj4gQhX8c5JiiRNyMVJ4VL7JC+A9q1cza ivcqZajejUwJ6BTlN7JEnJp0grE4zdTzTmRX7W+6xzqnuNqK/l+cKiZW4IfYv31 T5X5+qRaKPY12DTzUlmlHVsTxLpruibm5+qUpShoQ4hXsUF4SZdk77bGpPqmtX vXV1/E0rFav2LNdmeFe3pAHbP8c5C5yD6knVvjis1E7zSRexg13s0ziPUMMZGn B0kY94wrNxbgjjzrj/lBqF3LONb8t4+ACgjpIH</latexit>
L
<latexit sha1_base64="wJ86dhk+h9 SegLikpPI8TfORuJ4=">AAACw3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F1REBc uWjBWqEWS6bSG5sVkIpTSL3Cr3yb+gf6Fd8YpqEV0QpIz595zZu69QRaFuXSc1 5I1N7+wuFRerqysrq1vVDe3rvO0EIx7LI1ScRP4OY/ChHsylBG/yQT34yDi7WB4 puLtBy7yME2u5Cjj3dgfJGE/ZL4kqnV5V605dUcvexa4BtRgVjOtvuAWPaRgKBC DI4EkHMFHTk8HLhxkxHUxJk4QCnWcY4IKaQvK4pThEzuk74B2HcMmtFeeuVYzO iWiV5DSxh5pUsoThNVpto4X2lmxv3mPtae624j+gfGKiZW4J/Yv3TTzvzpVi0Qf x7qGkGrKNKOqY8al0F1RN7e/VCXJISNO4R7FBWGmldM+21qT69pVb30df9OZilV 7ZnILvKtb0oDdn+OcBd5B/aTutg5rjVMz6TJ2sIt9GucRGrhAE562fsQTnq1zK7 KEJT9TrZLRbOPbsiYfbe+PJQ==</latexit><latexit sha1_base64="wJ86dhk+h9 SegLikpPI8TfORuJ4=">AAACw3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F1REBc uWjBWqEWS6bSG5sVkIpTSL3Cr3yb+gf6Fd8YpqEV0QpIz595zZu69QRaFuXSc1 5I1N7+wuFRerqysrq1vVDe3rvO0EIx7LI1ScRP4OY/ChHsylBG/yQT34yDi7WB4 puLtBy7yME2u5Cjj3dgfJGE/ZL4kqnV5V605dUcvexa4BtRgVjOtvuAWPaRgKBC DI4EkHMFHTk8HLhxkxHUxJk4QCnWcY4IKaQvK4pThEzuk74B2HcMmtFeeuVYzO iWiV5DSxh5pUsoThNVpto4X2lmxv3mPtae624j+gfGKiZW4J/Yv3TTzvzpVi0Qf x7qGkGrKNKOqY8al0F1RN7e/VCXJISNO4R7FBWGmldM+21qT69pVb30df9OZilV 7ZnILvKtb0oDdn+OcBd5B/aTutg5rjVMz6TJ2sIt9GucRGrhAE562fsQTnq1zK7 KEJT9TrZLRbOPbsiYfbe+PJQ==</latexit><latexit sha1_base64="wJ86dhk+h9 SegLikpPI8TfORuJ4=">AAACw3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F1REBc uWjBWqEWS6bSG5sVkIpTSL3Cr3yb+gf6Fd8YpqEV0QpIz595zZu69QRaFuXSc1 5I1N7+wuFRerqysrq1vVDe3rvO0EIx7LI1ScRP4OY/ChHsylBG/yQT34yDi7WB4 puLtBy7yME2u5Cjj3dgfJGE/ZL4kqnV5V605dUcvexa4BtRgVjOtvuAWPaRgKBC DI4EkHMFHTk8HLhxkxHUxJk4QCnWcY4IKaQvK4pThEzuk74B2HcMmtFeeuVYzO iWiV5DSxh5pUsoThNVpto4X2lmxv3mPtae624j+gfGKiZW4J/Yv3TTzvzpVi0Qf x7qGkGrKNKOqY8al0F1RN7e/VCXJISNO4R7FBWGmldM+21qT69pVb30df9OZilV 7ZnILvKtb0oDdn+OcBd5B/aTutg5rjVMz6TJ2sIt9GucRGrhAE562fsQTnq1zK7 KEJT9TrZLRbOPbsiYfbe+PJQ==</latexit><latexit sha1_base64="wJ86dhk+h9 SegLikpPI8TfORuJ4=">AAACw3icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F1REBc uWjBWqEWS6bSG5sVkIpTSL3Cr3yb+gf6Fd8YpqEV0QpIz595zZu69QRaFuXSc1 5I1N7+wuFRerqysrq1vVDe3rvO0EIx7LI1ScRP4OY/ChHsylBG/yQT34yDi7WB4 puLtBy7yME2u5Cjj3dgfJGE/ZL4kqnV5V605dUcvexa4BtRgVjOtvuAWPaRgKBC DI4EkHMFHTk8HLhxkxHUxJk4QCnWcY4IKaQvK4pThEzuk74B2HcMmtFeeuVYzO iWiV5DSxh5pUsoThNVpto4X2lmxv3mPtae624j+gfGKiZW4J/Yv3TTzvzpVi0Qf x7qGkGrKNKOqY8al0F1RN7e/VCXJISNO4R7FBWGmldM+21qT69pVb30df9OZilV 7ZnILvKtb0oDdn+OcBd5B/aTutg5rjVMz6TJ2sIt9GucRGrhAE562fsQTnq1zK7 KEJT9TrZLRbOPbsiYfbe+PJQ==</latexit>
CC
<latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit>
CC
<latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit><latexit sha1_base64="Hqg+OWlkJnm9IQlMvHlXC4l/CKM=">AAACxXicjVH LSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIR1F2xmy4rGlvQUpLptA5NkzCZFEoRv8Ctfpr4B/oX3hlTUIvohCRnzr3nzNx7gyQUqXKc14K1sLi0vFJcLa2tb2xulbd3rtM4k4x7L A5j2Q78lIci4p4SKuTtRHJ/FIS8FQzrOt4ac5mKOLpSk4R3Rv4gEn3BfEXUZb1b75YrTtUxy54Hbg4qyFczLr/gFj3EYMgwAkcERTiEj5SeG7hwkBDXwZQ4SUiYOM c9SqTNKItThk/skL4D2t3kbER77ZkaNaNTQnolKW0ckCamPElYn2abeGacNfub99R46rtN6B/kXiNiFe6I/Us3y/yvTtei0MepqUFQTYlhdHUsd8lMV/TN7S9VKXJI iNO4R3FJmBnlrM+20aSmdt1b38TfTKZm9Z7luRne9S1pwO7Pcc4D76h6VnUvjiu183zSRexhH4c0zhPU0EATHlkP8IgnPFsNK7KUNf5MtQq5ZhfflvXwASU5j9I=< /latexit>
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Figure 4.5 – Circuit effectif d’une boucle installée à l’intérieure d’une cavité 3D. Le
mode ancillaire de la boucle est couplé capacitivement à son premier mode.
4.2.1 Hamiltonien
L’hamiltonien total du circuit s’écrit avec les opérateurs échelles selon l’expression
𝐻 =𝜔𝑟𝑟
†𝑟 + 𝜔𝑎𝑎†𝑎+ 𝐽
(︀
𝑟 − 𝑟†)︀ (︀𝑎− 𝑎†)︀+𝐻𝑞
− 2𝐸𝐽
{︀
cos
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀− 1}︀ {cos (𝜃)− 1} − 2𝐸𝐽 ∞∑︁
𝑛=2
𝜑2𝑛
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀2𝑛
(2𝑛)!
−Δ𝐸𝐽 sin
[︀
𝜑
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀]︀
sin (𝜃) + 𝑔𝑥𝑛
(︀
𝑟 − 𝑟†)︀ ,
(4.7)
où 𝐻𝑞 est l’hamiltonien du transmon, 𝐽 est la force du couplage transverse entre
le mode ancillaire et la cavité 3D et 𝑟 est le mode de la cavité 3D. En comparant
la diagonalisation complète de l’hamiltonien de l’Éq. (4.7) aux spectres mesurés
expérimentalement, l’équipe de Grenoble évalue à quelques MHz le couplage transverse
entre le qubit et le mode de la cavité 3D. La force de ce couplage est donnée par 𝑔𝑥.
En faisant une expansion aux premiers ordres des fonctions trigonométriques et en
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utilisant les opérateurs échelles pour le qubit, on obtient l’hamiltonien
𝐻 =𝜔𝑟𝑟
†𝑟 + 𝜔𝑎𝑎†𝑎+ 𝐽
(︀
𝑟𝑎† + 𝑟†𝑎
)︀
+𝐻𝑞 + 𝜒𝑎
†𝑎𝑏†𝑏−Δ𝐸𝐽𝜑𝜃
(︀
𝑎𝑏† + 𝑎†𝑏
)︀
+ 𝑔
(︀
𝑟𝑏† + 𝑟†𝑏
)︀ (4.8)
qui est presque équivalent à l’hamiltonien de l’Éq. (2.38) du système oscillateur-
transmon-filtre. Deux phénomènes peuvent menés à de l’effet Purcell dans un tel
hamiltonien. Le qubit peut spontanément émettre un photon par l’entremise du mode
ancillaire puis de la cavité 3D ou directement par l’entremise de la cavité 3D auquel
il est légèrement couplé. Le taux Pucell lié au premier phénomène a été calculé au
chapitre 2 et est donné par l’Éq. (2.44). En utilisant cette expression et les paramètres
fournis par le groupe de Grenoble, on peut établir que cet effet Purcell impose à leur
qubit un temps de vie maximal d’environ 14 ms. Le taux Purcell lié à la deuxième
manière d’émettre un photon est quant à lui donné par l’Éq. (2.32) et mène à un
temps de vie d’environ 1 ms. Le groupe de recherche mesure un temps de vie de 3 𝜇s
et il est possible pour nous d’établir que ce temps de vie n’est pas limité par l’effet
Purcell.
Afin d’étudier la dynamique de la mesure du qubit, il est utile d’étudier ce système
quantique dans ses modes habillés. On diagonalise donc les trois premiers termes de
l’hamiltonien de l’Éq. (4.7) en effectuant la transformation de Bogoliubov
𝑎 = 𝜉1𝑐+ 𝜉2𝑑, 𝑟 = 𝜉2𝑐− 𝜉1𝑑, (4.9)
où
𝜉1 =
⎯⎸⎸⎷1
2
+
1
2
√︁
1 + 4 𝑔
2
(𝜔𝑟−𝜔𝑎)2
, (4.10)
𝜉2 =
⎯⎸⎸⎷1
2
− 1
2
√︁
1 + 4 𝑔
2
(𝜔𝑟−𝜔𝑎)2
, (4.11)
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et où 𝑐 et 𝑑 sont les modes habillés avec les fréquences
𝜔𝑐 =
𝜔𝑟 + 𝜔𝑎
2
−
√︃(︂
𝜔𝑟 − 𝜔𝑎
2
)︂2
+ 𝐽2, (4.12)
𝜔𝑑 =
𝜔𝑟 + 𝜔𝑎
2
+
√︃(︂
𝜔𝑟 − 𝜔𝑎
2
)︂2
+ 𝐽2. (4.13)
Puisque les modes 𝑟 et 𝑎 sont désaccordés d’environ 1 GHz dans la réalisation
expérimentale, les modes habillés le sont également. Il est donc possible d’ajouter
des photons à l’un des modes habillés sans perturber l’autre. On s’intéressera ici à la
mesure par l’entremise du mode 𝑐. L’hamiltonien de couplage sous la transformation
de Bogoliubov devient
𝐻𝑐 = −2𝐸𝐽
{︀
cos
[︀
𝜑𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀]︀
cos
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀− 1}︀ {cos (𝜃)− 1}
+2𝐸𝐽 sin
[︀
𝜑𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀]︀
sin
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀ {cos (𝜃)− 1}
−Δ𝐸𝐽 sin
[︀
𝜑𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀]︀
cos
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀
sin (𝜃)
−Δ𝐸𝐽 cos
[︀
𝜑𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀]︀
sin
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀
sin (𝜃)
−2𝐸𝐽
∞∑︁
𝑛=2
𝜑2𝑛
[︀
𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀
+ 𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀2𝑛
(2𝑛)!
− 𝑔𝑥𝑛
[︀
𝜉2
(︀
𝑐− 𝑐†)︀+ 𝜉1 (︀𝑑− 𝑑†)︀]︀ .
(4.14)
Il s’agit d’une expression complexe et comme elle contient trois modes, sa simulation
requiert un très grand espace de Hilbert. En effet, si la taille des matrices utilisées pour
simuler le mode 𝑑 est de 5× 5, la taille totale de la matrice densité doit être multiplié
par 5 par rapport à celle utilisée pour simuler le circuit à deux modes. Comme le
temps de calcul pour la multiplication des matrices augmente avec le cube de leur
taille, on s’attend à ce qu’une simulation de ce système demande 125 fois plus de
temps que les simulations présentées au chapitre 3. La mémoire vive nécessaire pour
réaliser ce genre de simulation pose également problème.
Une première étape afin d’évaluer la dynamique de la mesure consiste donc à
approximer l’Éq. (4.14) par l’hamiltonien simulé au chapitre 3. Pour ce faire, la valeur
de ⟨𝑑+ 𝑑†⟩ doit demeurer presque nulle tout au long de la mesure. Puisque les deux
modes sont désaccordés de 1 GHz, on suppose que lorsque le système est pompé à la
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fréquence 𝜔𝑐, le mode 𝑑 demeure dans l’état du vide. On approxime donc
cos
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀ ≈ 1 (4.15)
(4.16)
et on néglige les termes tournants proportionnels à sin
[︀
𝜑𝜉2
(︀
𝑑+ 𝑑†
)︀]︀
. On se retrouve
finalement avec l’hamiltonien de couplage
𝐻𝑐 ≈ −2𝐸𝐽
{︀
cos
[︀
𝜑𝜉1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀]︀− 1}︀ {cos (𝜃)− 1} −Δ𝐸𝐽 sin [︀𝜑𝜉1 (︀𝑐+ 𝑐†)︀]︀ sin (𝜃)
− 𝑔𝑥𝑛
[︀
𝜉2
(︀
𝑐− 𝑐†)︀]︀− 2𝐸𝐽 ∞∑︁
𝑛=2
𝜑2𝑛𝜉2𝑛1
(︀
𝑐+ 𝑐†
)︀2𝑛
(2𝑛)!
(4.17)
dont la simulation permet d’évaluer les effets négatifs d’ajouter beaucoup de photons
au mode 𝑐 en présence de l’asymétrie entre les jonctions. La figure (4.6) montre
comment l’aspect QND change avec la puissance de mesure pour des simulations de
la mesure avec l’hamiltonien (4.17) et les temps 𝑇1 = 4 𝜇s et 𝑇 *2 = 3 𝜇s, mesurés
expérimentalement. Pour des puissances en dessous de 50 photons, l’aspect QND est
toujours limité par 𝑇1, malgré l’effet combiné du déphasage et de la fuite. Lorsque le
qubit est initialisé dans l’état |0⟩, l’aspect QND diminue avec la puissance de mesure,
pour les mêmes raisons que celles expliquées à la section (3.2.7). Par ailleurs, on voit
que l’aspect QND est à peine réduit par la présence de l’asymétrie entre les jonctions.
En effet, 𝛿 = 2.6% mène à une différence de seulement 0.06% sur l’aspect QND.
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Figure 4.6 – Effet de la puissance de la mesure sur l’aspect QND pour 𝛿 = 0% et
𝛿 = 2.6%. Lorsque le qubit est initialisé dans l’état |1⟩, l’aspect QND est limité par 𝑇1.
Lorsque le qubit est initialisé dans l’état |0⟩, la puissance de mesure diminue l’aspect
QND. La faible asymétrie de 𝛿 = 2.6% réduit l’aspect QND de seulement 0.06%.
Conclusion
La mesure longitudinale basée sur le couplage inductif est une approche promet-
teuse pour poursuivre l’amélioration de la mesure des qubits supraconducteurs. Dans
ce mémoire, je montre que malgré l’existence d’effets nocifs pour le qubit, le couplage
inductif permet en principe de réaliser la mesure du qubit avec une puissance près
d’un ordre de magnitude plus grande qu’avec le couplage capacitif. Puisque la mesure
dure moins de 15 ns, la fidélité peut atteindre 99.9% de fidélité même si on tient
compte de la décohérence et la relaxation du qubit. L’aspect QND peut aussi rester
supérieur à 99.9% quand on ajoute un grand nombre de photons à l’oscillateur. Les
deux réalisations expérimentales décrites au chapitre 4 montrent quant à elles que le
couplage est réalisable expérimentalement et qu’il peut mener à une amélioration de
la performance de la mesure.
En ayant initialement le but de réaliser des simulations de la mesure longitudinale
sans négliger de termes dans l’hamiltonien de couplage inductif, j’ai également dû
m’attarder à plusieurs détails concernant la représentation numérique du transmon
et de son couplage à un oscillateur harmonique. Premièrement, nous comprenons
maintenant pourquoi l’utilisation de la base des opérateurs échelles peut mener à des
erreurs numériques si on les utilise pour écrire l’hamiltonien du transmon. Si elle est
bien utilisée, la base de charge permet d’éviter ces erreurs et c’est elle que j’ai utilisée
pour simuler la mesure longitudinale. Deuxièmement, en étudiant le couplage transverse
dans le but de le comparer au couplage longitudinal, j’ai remarqué la présence d’un
couplage entre les états ionisés du transmon et ses états logiques. La forte relation de
dispersion de ces états dans le spectre de charge de l’hamiltonien de couplage transverse
entraîne des résonances avec les états logiques. Il est possible que ce couplage réuni
à des résonances accidentelles conduise à la fuite de la population logique vers des
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états avec peu de cohérence. Des études plus approfondies pourraient potentiellement
permettre d’expliquer l’une des énigmes du domaine, soit la réduction du temps de
vie des qubits supraconducteurs avec le nombre de photons dans l’oscillateur auquel
il est couplé. Ces couplages sont absents si le transmon est couplé inductivement à
l’oscillateur.
Enfin, cette étude solidifie notre compréhension de la mesure longitudinale et nous
permet d’avoir une bonne intuition quant au choix de paramètres pour la prochaine
génération de circuits fabriqués au MIT et à Grenoble. Selon moi, il ne fait aucun
doute que la plus rapide mesure QND d’un qubit supraconducteur aura lieu dans l’un
de ces deux laboratoires au cours des prochaines années.
Annexe A
Matériel Supplémentaire
A.1 Théorie des perturbations pour la fuite des ni-
veaux logiques
La fuite apparaît lorsqu’un état cohérent de grande amplitude est excité dans
l’oscillateur. Elle est causée par des termes d’hamiltonien de la forme
𝐻𝐿 = −𝐸𝐽 𝜑
2𝑛
(2𝑛)!
𝜃2𝑚
(2𝑚)!
(︀
𝑎+ 𝑎†
)︀2𝑛 (︀
𝑏2𝑚 + 𝑏†2𝑚
)︀
, (A.1)
où 𝑚 et 𝑛 sont des entiers. Afin de calculer analytiquement la fuite, nous prenons
comme hamiltonien perturbatif l’opérateur
𝑉 (𝑡) = −𝜉𝑛,𝑚Re [2𝛼(𝑡)]2𝑛
(︀
𝑏2𝑚 + 𝑏†2𝑚
)︀
, (A.2)
où
𝜉𝑛,𝑚 = 𝐸𝐽
𝜑2𝑛
(2𝑛)!
𝜃2𝑚
(2𝑚)!
. (A.3)
Afin de simplifier cet opérateur, nous réduisons le transmon à un système à deux
niveaux où l’état fondamental est le niveau 𝑖 dans lequel le qubit est initialisé et l’état
excité est le niveau 2𝑚+ 𝑖 vers lequel la population du qubit fuit. Nous approximons
ensuite les opérateurs échelles aux matrices 2× 2 suivantes :
𝑏2𝑚 ≈
[︂
0
√︀
(2𝑚+ 𝑖)!
0 0
]︂
, 𝑏†2𝑚 ≈
[︂
0 0√︀
(2𝑚+ 𝑖)! 0
]︂
. (A.4)
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Afin d’ajouter l’effet du déphasage du niveau 2𝑚+ 𝑖, on utilise la matrice
𝑀𝑑 ≈
[︂
0 0
0 𝛾
]︂
(A.5)
comme opérateur de dissipation où 𝛾 est le taux de déphasage d’une superposition
des états |𝑖⟩ et |2𝑚+ 𝑖⟩. L’équation maîtresse s’écrit donc
?˙? = −𝑖 [𝑉 (𝑡), 𝜌] +𝐷 [𝑀𝑑] 𝜌. (A.6)
On obtient ensuite les 4 équations différentielles couplées suivantes :
?˙?11 =− 𝑖𝑣(𝑡)
(︀
𝜌12𝑒
2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡 − 𝜌21𝑒−2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡
)︀
, (A.7)
?˙?12 =− 𝑖𝑣(𝑡)𝑒−2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡 (𝜌11 − 𝜌22) , (A.8)
?˙?21 =𝑖𝑣(𝑡)𝑒
2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡 (𝜌11 − 𝜌22) , (A.9)
?˙?22 =𝑖𝑣(𝑡)
(︀
𝜌12𝑒
2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡 − 𝜌21𝑒−2𝑚𝑖𝜔𝑞𝑡
)︀
+ 𝛾𝜌22, (A.10)
où 𝑣(𝑡) est la dépendance temporelle de l’hamiltonien perturbatif donné par
𝑣(𝑡) = −𝜉𝑛,𝑚
√︀
(2𝑚+ 𝑖)!Re [2𝛼(𝑡)]2𝑛 . (A.11)
En utilisant 𝜌11 = 1 − 𝜌22, et 𝜌12 = 𝑥 + 𝑖𝑦 on réduit le problème à un système à 3
équations :
?˙? =sin (2𝑚𝜔𝑞𝑡)𝑣(𝑡) (2𝜌22 − 1) , (A.12)
?˙? =cos (2𝑚𝜔𝑞𝑡)𝑣(𝑡) (2𝜌22 − 1) , (A.13)
?˙?22 =− 2𝑣(𝑡) sin (2𝑚𝜔𝑞𝑡)𝑥
− 2𝑣(𝑡) cos (2𝑚𝜔𝑞𝑡)𝑦 + 𝛾
2
𝜌22.
(A.14)
Puisque nous souhaitons trouver une expression analytique pour 𝜌22 lorsque la fuite
est petite par rapport à 1, on approxime les équations (A.12) et (A.13) à
𝑥 =
∫︁ 𝑡
0
sin (2𝑚𝜔𝑞𝜏)𝑣(𝜏)𝑑𝜏 (A.15)
𝑦 =
∫︁ 𝑡
0
cos (2𝑚𝜔𝑞𝜏)𝑣(𝜏)𝑑𝜏 (A.16)
Afin de poursuivre les calculs nous utilisons le fait que la partie réelle de 𝛼(𝑡) oscille
à la fréquence de résonance de l’oscillateur et que son amplitude, 𝛼𝑖(𝑡), initialement
nulle, augmente lentement par rapport à 𝜔𝑟 de sorte que
𝑣(𝑡) = 𝑣𝑛,𝑚𝛼
2𝑛
𝑖 (𝑡) cos
2𝑛 (𝜔𝑟𝑡). (A.17)
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avec,
𝑣𝑛,𝑚 = −𝜉𝑛,𝑚22𝑛
√︀
(2𝑚+ 𝑖)! (A.18)
Si 𝛾 = 0, la solution de l’équation différentielle (A.14) est donnée par
𝜌22 =𝑣
2
𝑛,𝑚
∫︁ 𝑡
0
{︀
𝛼2𝑛𝑖 (𝜏) cos (𝑚𝜔𝑞𝜏) cos
2𝑛 (𝜔𝑟𝜏)𝐹 (𝜏)
+𝛼2𝑛𝑖 (𝜏) cos (𝑚𝜔𝑞𝜏) cos
2𝑛 (𝜔𝑟𝜏)𝐺(𝜏)
}︀
𝑑𝜏
(A.19)
où,
𝐹 (𝜏) =
∫︁ 𝜏
0
𝛼2𝑛𝑖 (𝑡
′) cos (𝑚𝜔𝑞𝑡′) cos2𝑛 (𝜔𝑟𝑡′)𝑑𝑡′ (A.20)
𝐺(𝜏) =
∫︁ 𝜏
0
𝛼2𝑛𝑖 (𝑡
′) sin (𝑚𝜔𝑞𝑡′) cos2𝑛 (𝜔𝑟𝑡′)𝑑𝑡′ (A.21)
Avec le thérorème de Leibniz et en utilisant 𝛼2𝑛𝑖 (0) = 0, on obtient
𝑑𝐹 (𝜏)
𝑑𝜏
= 𝛼2𝑛𝑖 (𝑡) cos (𝑚𝜔𝑞𝜏) cos
2𝑛 (𝜔𝑟𝜏) (A.22)
𝑑𝐺(𝜏)
𝑑𝜏
= 𝛼2𝑛𝑖 (𝑡) sin (𝑚𝜔𝑞𝜏) cos
2𝑛 (𝜔𝑟𝜏). (A.23)
En incluant ces expressions dans l’équation (A.21) on obtient finalement une expression
simple pour 𝜌22 :
𝜌22 = 𝑣
2
𝑛,𝑚
∫︁ 𝑡
0
[︂
𝐹 (𝜏)
𝑑𝐹 (𝜏)
𝑑𝜏
+𝐺(𝜏)
𝑑𝐺(𝜏)
𝑑𝜏
]︂
𝑑𝜏 (A.24)
=
𝑣2𝑛,𝑚
2
[︀
𝐹 2(𝑡) +𝐺2(𝑡)
]︀
(A.25)
Calculons maintenant 𝐹 (𝑡). En utilisant l’identité
cos2𝑛 (𝑥) =
1
22𝑛
{︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0
2
(2𝑛)!
𝑘! (2𝑛− 𝑘)! cos [2 (𝑛− 𝑘)𝑥 ] +
(2𝑛)!
(𝑛!)2
}︃
,
(A.26)
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on trouve que
𝐹 (𝑡) =
𝛼2𝑛𝑖 (𝑡)
22𝑛
{︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0
(2𝑛)!
𝑘! (2𝑛− 𝑘)! (𝐴𝑛,𝑘(𝑡) +𝐵𝑛,𝑘(𝑡)) (A.27)
+
(2𝑛)!
(𝑛!)2𝑚𝜔𝑞
sin (𝑚𝜔𝑞𝑡)
}︂
(A.28)
avec,
𝐴𝑛,𝑘(𝑡) =
sin {[2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞 ] 𝑡}
2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞 ,
𝐵𝑛,𝑘(𝑡) =
sin {[2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 +𝑚𝜔𝑞 ] 𝑡}
2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 +𝑚𝜔𝑞 .
(A.29)
De la même manière, on trouve l’expression analytique pour 𝐺(𝑡) :
𝐺(𝑡) =
𝛼2𝑛𝑖 (𝑡)
22𝑛
{︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0
(2𝑛)!
𝑘! (2𝑛− 𝑘)! (𝐶𝑛,𝑘(𝑡)−𝐷𝑛,𝑘(𝑡))
− (2𝑛)!
(𝑛!)2𝑚𝜔𝑞
cos (𝑚𝜔𝑞𝑡)
}︂ (A.30)
avec,
𝐶𝑛,𝑘(𝑡) =
cos {[2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞 ] 𝑡}
2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞 , (A.31)
𝐷𝑛,𝑘(𝑡) =
cos {[2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 +𝑚𝜔𝑞 ] 𝑡}
2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 +𝑚𝜔𝑞 . (A.32)
Afin de trouver les expressions (A.28) et (A.30), nous avons assumé que 𝛼2𝑛𝑖 (𝑡)
n’avait pas de contenu en fréquence près de 2 (𝑛− 𝑘)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞. Ceci est valide pour
les pulses utilisés dans les simulations et pour de petites valeurs de 𝑛. L’Éq. (A.25)
est proportionnelle à 𝛼𝑖(𝑡). On en déduit donc, qu’en absence de déphasage, la fuite
est un processus réversible qui disparaît lorsque l’oscillateur est réinitialisé.
A.1.1 Cas 𝑛 = 𝑚 = 1
La valeur de 𝜉𝑚,𝑛 est maximale pour 𝑛 = 𝑚 = 1. Le terme d’hamiltonien lorsque
𝑛 = 𝑚 = 1 mène à de la fuite vers les niveaux 2 et 3 lorsque le qubit est respectivement
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dans les niveaux 0 et 1. Dans ce cas, on trouve que
𝜌22 =
4(2 + 𝑖)!𝛼𝑖(𝑡)
4𝜒2
(2𝜔𝑟)2 − (2𝜔𝑞)2
[︀
1− cos4 (𝜔𝑟𝑡)
]︀
(A.33)
où 𝜒 est le décalage dispersif présenté à l’Éq. (4.4). Cette expression est confirmée
par les intégrations numériques de l’hamiltonien complet du système comme on peut
l’apprécier à la figure (A.1).
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Figure A.1 – Comparaison entre la théorie des perturbations au premier ordre et la
simulation de l’équation maîtresse de l’hamiltonien complet.
A.1.2 Près des résonances
Lorsque 2(𝑛− 𝑘′)𝜔𝑟 est près de 𝑚𝜔𝑞, les termes inversement proportionnels à la
différence entre ces fréquences dans 𝐹 (𝑡) et 𝐺(𝑡) augmentent rapidement et mène à
de la fuite avec l’amplitude
𝜌22 =
𝛼4𝑖 (𝑡)
24𝑛
(2𝑛)!
𝑘′! (2𝑛− 𝑘′)!
1
(2 (𝑛− 𝑘′)𝜔𝑟 −𝑚𝜔𝑞)2
. (A.34)
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A.1.3 Déphasage (𝛾 > 0)
La solution à l’équation différentielle Éq. (A.14) avec 𝛾 > 0 est donné par
𝜌𝛾>022 = 𝑒
𝛾
2
𝑡
∫︁ 𝑡
0
𝑒−
𝛾
2
𝜏𝛽(𝜏)𝑑𝜏 (A.35)
où,
𝛽(𝑡) =− 2𝑣(𝑡) sin (2𝑚𝜔𝑞𝑡)
∫︁ 𝑡
0
𝑣(𝜏) sin (2𝑚𝜔𝑞𝜏)𝑑𝜏
− 2𝑣(𝑡) cos (2𝑚𝜔𝑞𝑡)
∫︁ 𝑡
0
𝑣(𝜏) cos (2𝑚𝜔𝑞𝜏)𝑑𝜏.
(A.36)
On peut résoudre l’intégrale (A.35) par partie et trouver
𝜌𝛾>022 =𝜌
𝛾=0
22 +
𝛾
2
𝑒
𝛾
2
𝑡
∫︁ 𝑡
0
𝑒−
𝛾
2
𝜏𝜌𝛾=022 𝑑𝜏 (A.37)
≈𝜌𝛾=022 + 𝜌𝛾=022
𝛾
2
𝑒
𝛾
2
𝑡
∫︁ 𝑡
0
𝑒−
𝛾
2
𝜏𝑑𝜏 (A.38)
=𝜌𝛾=022 + 𝜌
𝛾=0
22
(︁
1− 𝑒 𝛾2 𝑡
)︁
, (A.39)
où 𝜌𝛾=022 est la valeur moyenne de la fuite dans le cas où le taux de déphasage est égal
à 0. Le deuxième terme de l’expression (A.39) conduit à de la fuite irréversible vers le
niveau 2𝑚+ 𝑖 dont l’amplitude est
𝐿𝑡𝑓 =
𝛾𝜑
2
𝜌
𝛾𝜑=0
22 𝑡𝑚, (A.40)
où 𝑡𝑚 est le temps de la mesure.
A.2 Transformation de Polaron pour le filtre Purcell
À partir de l’hamiltonien pour le système dans le référentiel tournant à 𝜔𝑑,
𝐻𝑒𝑓𝑓 = Δ𝑓𝑑𝑓
†𝑓 +Δ𝑟𝑑𝑎†𝑎+ 𝜔𝑞
𝜎𝑧
2
+ 𝐽
(︀
𝑎𝑓 † + 𝑎†𝑓
)︀
+ 𝜒𝑎†𝑎𝜎𝑧 (A.41)
et de l’équation maîtresse
?˙? = −𝑖 [𝐻𝑒𝑓𝑓 , 𝜌] + 𝜅𝒟[𝑓 ]𝜌+ 𝛾1𝒟[𝜎−]𝜌+ 𝛾𝜑𝒟[𝜎𝑧]𝜌 (A.42)
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on trouve les équations de déplacement couplées
?˙? = −𝑖 (Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧)𝛼− 𝑖𝐽𝜎𝑧𝜁, (A.43)
𝜁 = −𝑖Δ𝑓𝑑𝜁 − 𝑖𝐽𝛼− 𝜅
2
𝜁 − 𝑖𝜖, (A.44)
pour les deux oscillateurs. La transformation de Polaron qui permet de déplacer les
deux oscillateurs vers l’état du vide s’écrit,
𝑃 = |𝑒⟩ ⟨𝑒|𝐷(𝛼𝑒)𝐷(𝜁𝑒) + |𝑔⟩ ⟨𝑔|𝐷(𝛼𝑔)𝐷(𝜁𝑔), (A.45)
où les fonctions 𝛼𝑔, 𝜁𝑔 et 𝛼𝑒, 𝜁𝑒 sont les solutions des équations différentielles couplées
lorsque le qubit est initialisé dans l’état fondamental ou excité du qubit, respectivement.
On applique cette transformation sur la matrice densité pour obtenir la matrice densité :
𝜌𝑃 = 𝑃 †𝜌𝑃. (A.46)
En utilisant cette nouvelle matrice densité dans l’équation maîtresse, on obtient
l’équation dans le référentiel de Polaron donnée par
?˙?𝑃 = −𝑖 [︀𝐻𝑃 , 𝜌𝑃 ]︀+ 𝜅𝒟[𝑎𝑃 ]𝜌𝑃 + 𝛾1𝒟[𝜎𝑃−]𝜌𝑃 + 𝛾𝜑𝒟[𝜎𝑃𝑧 ]𝜌𝑃 − 𝑃 †?˙? 𝜌𝑃 − 𝜌𝑃 ?˙? †𝑃
(A.47)
qui mène à
?˙?𝑃 =− 𝑖
(︃
𝜔𝑞 + ?˜?
2
)︃[︀
𝜎𝑧, 𝜌
𝑃
]︀− 𝑖 [︀(Δ𝑟𝑑 + 𝜒𝜎𝑧) 𝑎†𝑎+Δ𝑓𝑑𝑓 †𝑓, 𝜌𝑃 ]︀
+ 𝛾1𝒟
[︀
𝜎−𝐷†(𝛼𝑔)𝐷(𝛼𝑒)𝐷†(𝜁𝑔)𝐷(𝜁𝑒)
]︀
𝜌𝑃 + 𝜅
𝜁*𝑒 − 𝜁*𝑔
2
𝑏
[︀
𝜌𝑃 , 𝜎𝑧
]︀
+ 𝜅
𝜁𝑒 − 𝜁𝑔
2
[︀
𝜎𝑧, 𝜌
𝑃
]︀
𝑏† + 𝜅𝒟 [𝑓 ] 𝜌𝑃 +
(︂
Γ𝑚
4
+ 𝛾𝜑/2
)︂
𝒟 [𝜎𝑧] 𝜌𝑃 ,
(A.48)
où,
Γ𝑚 = 𝜅 |𝜁𝑒 − 𝜁𝑔|2 (A.49)
?˜? =
𝜅
2
Im
(︀
𝜁𝑒𝜁
*
𝑔
)︀
+
𝜖*𝑑 (𝜁𝑒 − 𝜁𝑔) + 𝜖𝑑
(︀
𝜁*𝑒 − 𝜁*𝑔
)︀
4
(A.50)
Avec la représentation de P, on peut réécrire la matrice densité dans le référentiel de
Polaron comme
𝜌𝑃 =
∑︁
𝑘𝑙
∫︁
𝑑2𝛼𝑃𝑘𝑙 (𝛼, 𝜁) |𝛼, 𝜁, 𝑘⟩ ⟨𝛼, 𝜁, 𝑙| , (A.51)
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où 𝑃𝑘𝑙 (𝛼, 𝜁) vaut 𝑃𝑘𝑙𝛿2 (𝛼) 𝛿2 (𝜁) puisque les 2 oscillateurs demeurent toujours dans
l’état du vide dans le référentiel de Polaron. Les constantes 𝑃𝑘𝑙 sont des nombres
complexes qui respectent la règle de normalisation
∑︀
𝑘 𝑃
2
𝑘𝑘 = 1. On trouve donc
𝜌𝑃 =
∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙| (A.52)
et sa dérivée temporelle
?˙?𝑃 =
∑︁
𝑘𝑙
?˙?𝑘𝑙 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙| , (A.53)
où 𝑙 et 𝑘 peuvent prendre les valeurs logiques du qubit. En parallèle, on peut aussi
obtenir les résultats suivants qui nou aideront dans la suite du calcul.[︃∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙| , 𝜎𝑧
]︃
= 2𝑃𝑒,𝑔 |0, 0, 𝑒⟩ ⟨0, 0, 𝑔| − 2𝑃𝑒,𝑔 |0, 0, 𝑔⟩ ⟨0, 0, 𝑒| , (A.54)
𝒟[𝜎𝑧]
∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙| = −2𝑃𝑒,𝑔 |0, 0, 𝑒⟩ ⟨0, 0, 𝑔| − 2𝑃𝑒,𝑔 |0, 0, 𝑔⟩ ⟨0, 0, 𝑒| , (A.55)
𝒟 [︀𝜎−𝐷†(𝛼𝑔)𝐷(𝛼𝑒)𝐷†(𝜁𝑔)𝐷(𝜁𝑒)]︀∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙| (A.56)
= 𝑃𝑒,𝑒 |0, 0, 𝑔⟩ ⟨0, 0, 𝑔| − 𝑃𝑒,𝑒 |0, 0, 𝑒⟩ ⟨0, 0, 𝑒| − 𝑃𝑒,𝑔
2
|0, 0, 𝑒⟩ ⟨0, 0, 𝑔| − 𝑃𝑔,𝑒
2
|0, 0, 𝑔⟩ ⟨0, 0, 𝑒|
(A.57)
où, dans la dernière égalité, on a utilisé l’approximation 𝐷†(𝛼𝑒)𝐷(𝛼𝑔)𝐷†(𝜁(𝑒))𝐷(𝜁𝑒) ≈
𝑒−|𝛼𝑒−𝛼𝑔+𝜁𝑒−𝜁𝑔 |. En remplaçant toutes ces expressions dans l’Éq. (A.48), on obtient les
quatre équations différentielles suivantes :
?˙?𝑒,𝑒/𝑃𝑒,𝑒 = −𝛾1, (A.58)
?˙?𝑔,𝑔/𝑃𝑒,𝑒 = 𝛾1, (A.59)
?˙?𝑒,𝑔/𝑃𝑒,𝑔 = −𝑖
(︁
𝜔𝑞 + ?˜?
)︁
−
(︂
𝛾𝜑 +
𝛾1
2
+
Γ𝑚
2
)︂
, (A.60)
?˙?𝑔,𝑒/𝑃𝑔,𝑒 = 𝑖
(︁
𝜔𝑞 + ?˜?
)︁
−
(︂
𝛾𝜑 +
𝛾1
2
+
Γ𝑚
2
)︂
. (A.61)
Ces équations permettent de trouver comment évolue la matrice densité du qubit dans
le référentiel de Polaron. On veut cependant trouver ces équations dans le référentiel
du laboratoire. Or, on sait que la matrice densité du qubit dans le référentiel du
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laboratoire est donnée par
𝜌 =Trosc
(︀
𝑃𝜌𝑃𝑃 †
)︀
(A.62)
=
∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙Trosc [ 𝑃 |0, 0, 𝑘⟩ ⟨0, 0, 𝑙|] (A.63)
=
∑︁
𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙 |𝑘⟩ ⟨𝑙| 𝑒− 12 |𝛼𝑘−𝛼𝑙|
2+𝑖Im(𝛼𝑘𝛼*𝑙 )𝑒−
1
2
|𝜁𝑘−𝜁𝑙|2+𝑖Im(𝜁𝑘𝜁*𝑙 ) (A.64)
⇒ 𝜌𝑘𝑙 =𝑃𝑘𝑙 |𝑘⟩ ⟨𝑙| 𝑒− 12 |𝛼𝑘−𝛼𝑙|
2+𝑖Im(𝛼𝑘𝛼*𝑙 )𝑒−
1
2
|𝜁𝑘−𝜁𝑙|2+𝑖Im(𝜁𝑘𝜁*𝑙 ). (A.65)
En prenant la dérivée de cette dernière expression et en utilisant les quatre équations
différentielles précédentes on trouve
?˙?𝑒,𝑒 = −𝛾1𝜌𝑒,𝑒, (A.66)
?˙?𝑔,𝑔 = 𝛾1𝜌𝑒,𝑒, (A.67)
?˙?𝑒,𝑔 = −
[︁
Γ𝑑 +
𝛾1
2
+ 𝛾𝜑 + 𝑖 (𝐵 + 𝜔𝑎)
]︁
𝜌𝑒,𝑔, (A.68)
?˙?𝑔,𝑒 = −
[︁
Γ𝑑 +
𝛾1
2
+ 𝛾𝜑 − 𝑖 (𝐵 + 𝜔𝑎)
]︁
𝜌𝑔,𝑒. (A.69)
où,
Γ𝑑 = Γ𝑚 + Re
[︁(︁
𝜁𝑒 − 𝜁𝑔
)︁ (︀
𝜁*𝑒 − 𝜁*𝑔
)︀]︁
+ Re
[︀
(?˙?𝑒 − ?˙?𝑔)
(︀
𝛼*𝑒 − 𝛼*𝑔
)︀]︀
, (A.70)
𝐵 = ?˜? − 𝑖Im
(︁
𝜁𝑒𝜁
*
𝑔 + 𝜁𝑒𝜁
*
𝑔
)︁
− 𝑖Im (︀?˙?𝑒𝛼*𝑔 + 𝛼𝑒?˙?*𝑔)︀ . (A.71)
En utilisant les Éq. (A.43) et (A.44) on trouve que ces deux expressions sont également
donnés par
Γ𝑑 =2𝜒Im (𝛼𝑔𝛼*𝑒) + 2𝜒𝑎𝑏Im (𝛼𝑔𝜁
*
𝑒 + 𝛼
*
𝑒𝜁𝑔) (A.72)
et,
𝐵 =2𝜒Re
(︀
𝛼𝑒𝛼
*
𝑔
)︀
(A.73)
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A.3 Relaxation et décohérence
Par convention, avec l’effet de la décohérence et de la relaxation, l’équation
maîtresse d’un qubit dans le référentiel tournant s’écrit :
?˙? =
𝛾𝜑
2
𝒟[𝜎𝑧]𝜌+ 𝛾1𝒟[𝜎−]𝜌, (A.74)
et mène à l’équation différentielle[︂
?˙?00 ?˙?01
?˙?10 ?˙?11
]︂
=
[︂ −𝛾1𝜌00 − (︀𝛾𝜑 + 𝛾12 )︀ 𝜌01
− (︀𝛾𝜑 + 𝛾12 )︀ 𝜌10 𝛾1𝜌00
]︂
, (A.75)
où 𝜌11 et 𝜌00 sont les probabilités que le qubit soit respectivement dans l’état |1⟩ et
dans l’état |0⟩. Les solutions pour 𝜌00 et 𝜌01 sont
𝜌11(𝑡) = 𝜌11(0)𝑒
−𝛾1𝑡, (A.76)
𝜌01(𝑡) = 𝜌01(0)𝑒
−𝛾*𝜑𝑡, (A.77)
où
𝛾*𝜑 = 𝛾𝜑 +
𝛾1
2
(A.78)
est le taux de décohérence total qui inclut les effets de la relaxation. On défini les
temps de vie et les temps de cohérence selon
𝑇1 =
1
𝛾1
, (A.79)
𝑇2 =
1
𝛾𝜑
, (A.80)
1
𝑇 *2
=
1
2𝑇1
+
1
𝑇2
. (A.81)
Puisqu’un transmon a plusieurs niveaux propres, la décohérence et la relaxation
doivent être considérés pour chacun des niveaux et les éléments 𝜌𝑖𝑗 de la matrice
densité du transmon 𝜌 doivent évoluer selon les équations
𝜌𝑗𝑗(𝑡) = 𝜌𝑗𝑗(0)𝑒
−𝑡/𝑇 𝑗1 , (A.82)
𝜌𝑖𝑗(𝑡) = 𝜌𝑖𝑗(0)𝑒
−𝑡/𝑇 *𝑖𝑗2 , (A.83)
où 𝑇 𝑗1 est le temps de vie du niveau 𝑗, 𝑇
*𝑖𝑗
2 est le temps de cohérence de la superposition
des niveaux 𝑖 et 𝑗. On assume ici que 𝑗 > 𝑖 et que la relaxation entraîne la population
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d’un niveau vers le niveau inférieur suivant.
Dans les simulations réalisées dans ce mémoire, où jusqu’à 15 niveaux sont utilisés
pour simuler le transmon, les opérateurs de dissipations doivent être généralisées à
plusieurs dimensions. Intuitivement, les deux opérateurs qu’on choisi pour remplacer
𝜎𝑧 et 𝜎− sont respectivement 𝑎†𝑎 et 𝑎. L’équation maîtresse est donc
?˙? =
1
2𝑇2
𝒟 [︀2𝑎†𝑎]︀ 𝜌+ 1
𝑇1
𝒟[𝑎]𝜌 (A.84)
où on a ajouté un facteur 2 devant l’opérateur 𝑎†𝑎 pour préserver les équations
du mouvement (A.82) et (A.83). Utiliser ces opérateurs mène à une augmentation
proportionnelle de la relaxation avec le niveau du transmon. Cette augmentation
est confirmée expérimentalement dans la référence [35]. Par contre, l’utilisation de
l’opérateur 𝑎†𝑎 ne mène pas à la décohérence mesurée dans cette référence.
Le tableau (A.1) présente une comparaison entre les valeurs de 𝑇 𝑖1 et 𝑇
*𝑖𝑗
2 calculées
avec ce premier modèle, qu’on nomme modèle A, et ceux mesurés expérimentalement
[35]. On note que ce modèle perd en justesse pour les états |3⟩ et |4⟩ puisque le bruit
de charge, qui n’est pas contenu dans notre modèle, augmente à ces niveaux. Afin de
le corriger, on modifie les éléments de la matrice diagonale 𝑎†𝑎 selon la transformation⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 · · ·
0 0 2 0 0 · · ·
0 0 0 3 0 · · ·
0 0 0 0 4 · · ·
...
...
...
...
... . . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
→
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 · · ·
0 0 2× 1.15 0 0 · · ·
0 0 0 3× 1.65 0 · · ·
0 0 0 0 4× 3.2 · · ·
...
...
...
...
... . . . ,
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.85)
afin que tous les temps de cohérence soient alignés avec les mesures présentées dans
[35]. Pour les niveaux suivants, on extrapole les valeurs mesurées à avec une fonction
quadratique. Cette méthode est approximative mais nécessaire puisqu’on comprend
mal comment la décohérence agit sur les différents niveaux transmons et qu’aucune
mesure expérimentale de la décohérence et de la relaxation ne va au-delà du niveau 4.
Dans l’étude de la fuite pendant la mesure longitudinale, nous nous intéressons
principalement à la cohérence pour des superpositions des états |0⟩ et |2⟩ et des états
|1⟩ et |3⟩. Ces temps de cohérence ne sont pas mesurés dans la référence [35] mais sont
approximés par notre modèle à 19 et 7 𝜇𝑠. Lorsque la puissance de mesure augmente,
la cohérence d’autres superpositions devient aussi importante.
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Niveaux 𝑖− 𝑗 0− 1 1− 2 2− 3 3− 4
𝑇1 [35] [𝜇s] 84 41 30 22
𝑇1 [modèle A] [𝜇s] 84 42 28 21
𝑇 *2 [35] [𝜇s] ±20% 72 32 12 < 2
𝑇 *2 [modèle A] [𝜇s] 72 39 27 20
𝑇 *2 [modèle B] [𝜇s] 72 32 12 2
Tableau A.1 – 𝑇2 pour les différents niveaux du transmon selon la référence [35]
. Le modèle A fait référence au modèle naïf qui utilise l’opérateur 𝑎†𝑎 tandis que le
modèle B fait référence au modèle qui utilise une matrice diagonale corrigée.
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